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Постановка проблеми. Управління формою дискретних моделей геометричних образів (поверхонь, 

явищ, процесів) вимагає чіткого уявлення про зміст процесу формування, параметри форми моделей, 
можливості оперативного змінення ходу розрахунків модельованої поверхні. Крім того формування 
дискретних моделей геометричних образів (ГО) передбачає залучення методів, що вимагають використання 
значних обчислювальних ресурсів. Тому необхідно проводити дослідження нових методів формування ГО 
які дозволяють забезпечити мінімальні витрати на отримання результату. 

 Ефективність методик формування ГО у великій мірі залежить від ефективності алгоритмів 
переходу від неперервної форми представлення геометричних образів до їх дискретних аналогів і навпаки.  

 Вищеназвані алгоритми розроблені у [1] за допомогою математичного апарату числових 
послідовностей. Координати вузлів модельованих дискретних аналогів кривих визначаються за відомими 
координатами суміжних вузлів. Дискретно представлені криві (ДПК) подаються координатами вузлів із 
рівномірним кроком по осі. Геометричний апарат суперпозицій дозволяє підвищити ефективність даних 



алгоритмів за рахунок економії обчислювальних ресурсів при формуванні ДПК вузлами із довільними 
кроками по осі за даними координатами довільних вузлів. 

Дослідження геометричного апарату суперпозицій у поєднанні із класичним методом скінчених 
різниць, статико-геометричним методом, математичним апаратом числових послідовностей сприятиме 
подальшому розвитку і удосконаленню математичних моделей у процесі конструювання. 
 Аналіз останніх досліджень і публікацій. Питанням досліджень дискретного моделювання ГО 
суперпозиціями одновимірних числових послідовностей присвячені роботи [2, 3, 4] авторів даної статті.  
 Формулювання мети дослідження. Метою даної роботи є дослідження питань дискретної 
інтерполяції ГО двовимірними числовими послідовностями за координатами вузлових точок взятих із 
довільними кроками по координаційних осях, а саме – визначення полінома двох змінних  n-го  степеня 
довільними дискретними значеннями; зокрема – виведення формул обчислення коефіцієнтів суперпозицій 
двовимірних точкових множин що дозволяють визначати аналітичні вирази дискретних аналогів 
двовимірних геометричних образів у загальному вигляді.  
 Виклад основного матеріалу дослідження. В основі класичного методу скінчених різниць, на який 
спираються найпростіші способи дискретної інтерполяції, лежить або поліном однієї змінної n-го  степеня :  
ݕ                                                    = ܽ଴ + ܽଵݔ + ܽଶݔଶ + ܽଷݔଷ + ⋯ + ܽ௞ݔ௞ + ⋯ + ܽ௡ݔ௡ ,  
що може бути дискретно визначений нескінченною одновимірною числовою послідовністю  
ݕ                                                    = ܽ଴ + ܽଵ݅ + ܽଶ݅ଶ + ܽଷ݅ଷ + ⋯ + ܽ௞݅௞ + ⋯ + ܽ௡݅௡ .  
 Або поліном двох змінних n-го  степеня  
ݖ                                                     = ܽ଴଴ + ܽଵ଴ݔ + ܽ଴ଵݕ + ܽଶ଴ݔଶ + ܽଵଵݕݔ + ܽ଴ଶݕଶ +   
                                                             + ⋯ + ܽ௡଴ݔ௡ + ܽ௞௡ି௞ݔ௞ݕ௡ି௞ + ܽ଴௡ݕ௡  ,                                                     (1) 
що може бути дискретно визначений нескінченною двовимірною числовою послідовністю  
௜௝ݖ                                                     = ܽ଴଴ + ܽଵ଴݅ + ܽ଴ଵ݆ + ܽଶ଴݅ଶ + ܽଵଵ݆݅ + ܽ଴ଶ݆ଶ +   
                                                          + ⋯ + ܽ௡଴݅௡ + ܽ௞௡ି௞݅௞݆௡ି௞ + ܽ଴௡݆௡  .                                                           (2) 
 Враховуючи результати досліджень роботи [2], виведемо формули обчислення коефіцієнтів 
суперпозицій двовимірних точкових множин що дозволяють визначати аналітичні вирази дискретних 
аналогів двовимірних ГО у загальному вигляді. Ці формули також можуть бути використані для 
дискретного моделювання двовимірних ГО числовими послідовностями вищеназваних аналітичних 
залежностей без складання і розв’язання систем лінійних рівнянь. 
 Координати будь-якої точки двовимірного ГО можуть бути визначені як суперпозиції координат 
чотирьох заданих довільних точок даного образу за формулою [3]:  
଴ݑ                                                       = ݇ଵݑଵ + ݇ଶݑଶ + ݇ଷݑଷ + (1 − ݇ଵ − ݇ଶ − ݇ଷ)ݑସ ,  
де  ݑ௜  (݅ = 0,4തതതത)  – узагальнене позначення відповідної координати. 

Замкнена форма числової послідовності, довільний член якої обчислюється за формулою (2), 
визначає двовимірну числову послідовність  n-го степеня (1). 
 При n=1 послідовність (2) має вигляд:  
௜௝ݖ                                                                         = ܽ଴଴ + ܽଵ଴݅ + ܽ଴ଵ݆                                                                      (3) 

Таку послідовність, у свою чергу, можна визначити рекурентною залежністю [5]  
௜௝ݖ4                                                                        = ௜ିଵ,௝ݖ + ௜ାଵ,௝ݖ + ௜,௝ିଵݖ +  ௜,௝ାଵ,                                                (4)ݖ
що буде дискретним представленням поліному двох змінних 1-го степеня.  
 Рекурентна формула (4) одержується додаванням двох рекурентних формул (5) і (6)  
௜ݖ2                                                                        = ௜ିଵݖ +  ௜ାଵ,                                                                                (5)ݖ
௝ݖ2                                                                        = ௝ିଵݖ +  ௝ାଵ,                                                                                (6)ݖ
які дискретно представляють дві числові послідовності  
௜ݖ                                                                          = ܽ଴ + ܽଵ݅,                                                                                    (7) 
௝ݖ                                                                           = ܾ଴ + ܾଵ݆.                                                                                   (8) 

Рекурентні формули, що зв’язують значення кінцевого ряду довільних членів послідовностей (7) і 
(8) матимуть вигляд [4]:  
௜ା௣ݖ                                                                        = ݇ଵݖ௜ା௣భ + ݇ଶݖ௜ା௣మ ,                                                                   (9) 
௝ା௠ݖ                                                                        = ݇ଵݖ௝ା௠భ + ݇ଶݖ௝ା௠మ,                                                              (10) 
 Додаванням (9) і (10) одержимо рекурентні залежності, що зв’язують значення кінцевого ряду 
довільних членів послідовності (3):  
௜ା௣,௝ା௠ݖ2                                         = ݇ଵݖ௜ା௣భ,௝ା௠ + ݇ଶݖ௜ା௣మ,௝ା௠ + ݇ଵݖ௜ା௣,௝ା௠భ + ݇ଶݖ௜ା௣,௝ା௠మ,                          (11) 
де ݇ଵ + ݇ଶ = 1, або:  
௜ା௣,௝ା௠ݖ                                           = ݇ଵݖ௜ା௣భ,௝ା௠ + ݇ଶݖ௜ା௣మ ,௝ା௠ + ݇ଵݖ௜ା௣,௝ା௠భ + ݇ଶݖ௜ା௣,௝ା௠మ ,                           (12) 
де ݇ଵ + ݇ଶ = 0,5.  
 Підставляючи (3) у (12) одержимо рівняння, розчіпляючи яке за змінними  i  та  j,  зможемо скласти 
систему визначальних рівнянь:  

                        ቊ
∑ ݇௜ = ଵ

ଶ
ଶ
௜ୀଵ

݇ଵ[ܽଵ଴(݌ଵ + (݌ + ܽ଴ଵ(݉ଵ + ݉)] + ݇ଶ[ܽଵ଴(݌ଶଵ + (݌ + ܽ଴ଵ(݉ଶ + ݉)] = ܽଵ଴݌ + ܽ଴ଵ݉
              (13 



 Розв’язуючи (13) за методом Крамера, знайдемо визначники  ∆, ∆ଵ, ∆ଶ,    у вигляді:  
                                                                 ∆= ܽଵ଴(݌ଶ − (ଵ݌ + ܽ଴ଵ(݉ଶ − ݉ଵ);   
                                                                ∆ଵ= ଵ

ଶ
ܽଵ଴(݌ଶ − (݌ + ଵ

ଶ
ܽ଴ଵ(݉ଶ − ݉);   

                                                                ∆ଶ= ଵ
ଶ

ܽଵ଴(݌ − (ଵ݌ + ଵ
ଶ

ܽ଴ଵ(݉ − ݉ଵ).   
 Звідси:  
                                                                ݇ଵ = ∆భ

∆
= ଵ

ଶ
∙ ௔భబ(௣మି௣)ା௔బభ(௠మି௠)

௔భబ(௣మି௣భ)ା௔బభ(௠మି௠భ) ;   

                                                                ݇ଶ = ∆మ
∆

= ଵ
ଶ

∙ ௔భబ(௣ି௣భ)ା௔బభ(௠ି௠భ)
௔భబ(௣మି௣భ)ା௔బభ(௠మି௠భ) .   

 Крім того, оскільки числова послідовність (3) розпадається на суму двох (7) і (8) [6], то рекурентна 
формула, що зв’язує значення кінцевого ряду її довільних членів може бути представлена у вигляді:  
௜ା௣,௝ା௠ݖ                                       = ݇ଵ

௜ ௜ା௣భݖ ,௝ା௠ + ݇ଶ
௜ ௜ା௣మ,௝ା௠ݖ + ݇ଵ

௝ݖ௜ା௣,௝ା௠భ + ݇ଶ
௝ݖ௜ା௣,௝ା௠మ,                              (14) 

де ݇ଵ
௜ + ݇ଶ

௜ = 1 ,  ݇ଵ
௝ + ݇ଶ

௝ = 1.  
 Враховуючи результати роботи [4], зможемо записати:  
௜ା௣,௝ା௠ݖ                             = ௣మି௣

௣మି௣భ
௜ା௣భ,௝ା௠ݖ + ௣ି௣భ

௣మି௣భ
௜ା௣మݖ ,௝ା௠ + ௠మି௠

௠మି௠భ
௜ା௣,௝ା௠భݖ + ௠ି௠భ

௠మି௠భ
௜ା௣,௝ା௠మݖ ,                (15) 

При  n=2  послідовність (2) має вигляд :  
௜௝ݖ                                                        = ܽ଴଴ + ܽଵ଴݅ + ܽ଴ଵ݆ + ܽଶ଴݅ଶ + ܽଵଵ݆݅ + ܽ଴ଶ݆ଶ                                            (16) 

Рекурентна формула, що зв’язує значення кінцевого ряду довільних членів послідовності (16) може 
бути записана у вигляді: 
௜ା௣,௝ା௠ݖ                                          = ݇ଵݖ௜ା௣భ ,௝ା௠ + ݇ଶݖ௜ା௣మ ,௝ା௠ + ݇ଷݖ௜ା௣,௝ା௠భ + ݇ସݖ௜ା௣,௝ା௠మ.                            (17) 
 Підставляючи (16) у (17), одержимо рівняння, розчіпляючи яке за змінними  i  та  j  у різних 
степенях, зможемо скласти систему визначальних рівнянь (18):  

               

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ ∑ ݇௜ =ସ

௜ୀଵ 1
ܽଵଵ(݇ଶ݌ଶ + ݇ଵ݌ଵ + ݇ସ݌ + ݇ଷ݌ − (݌ + 2ܽ଴ଶ(݇ସ݉ଶ + ݇ଷ݉ଵ + ݇ଶ݉ + ݇ଵ݉ − ݉) = 0
2ܽଶ଴(݇ଶ݌ଶ + ݇ଵ݌ଵ + ݇ସ݌ + ݇ଷ݌ − (݌ + ܽଵଵ(݇ସ݉ଶ + ݇ଷ݉ଵ + ݇ଶ݉ + ݇ଵ݉ − ݉) = 0

ܽଶ଴(݇ଶ݌ଶ
ଶ + ݇ଵ݌ଵ

ଶ  + ݇ସ݌ଶ + ݇ଷ݌ଶ − (ଶ݌ + ܽଵଵ(݇ଶ݉݌ଶ + ݇ଵ݉݌ଵ + ݇ସ݉ଶ݌ + ݇ଷ݉ଵ݌ − (݌݉ +
ܽଵ଴(݇ଶ݌ଶ + ݇ଵ݌ଵ + ݇ସ݌ + ݇ଷ݌ − (݌ + ܽ଴ଶ(݇ସ݉ଶ

ଶ + ݇ଷ݉ଵ
ଶ  + ݇ଶ݉ଶ + ݇ଵ݉ଶ − ݉ଶ) +

+ܽ଴ଵ(݇ସ݉ଶ + ݇ଶ݉ + ݇ଵ݉ + ݇ଷ݉ଵ − ݉) = 0

 .       (18) 

 Розв’язуючи дану систему за методом Крамера, знаходимо визначники  ∆, ∆ଵ, ∆ଶ, ∆ଷ, ∆ସ  у 
вигляді:  
                                         ∆= (݉ଵ − ݉ଶ)(݌ଶ − ݌)ଵ){ܽଶ଴݌ − ݌)(ଵ݌ − (ଶ݌ + ܽ଴ଶ(݉ − ݉ଵ)(݉ଶ − ݉)};   
                                         ∆ଵ= ܽ଴ଶ(݉ଵ − ݉)(݉ଶ − ݉)(݉ଶ − ݉ଵ)(݌ଶ −    ;(݌
                                         ∆ଶ= −ܽ଴ଶ(݉ଵ − ݉)(݉ଶ − ݉)(݉ଶ − ݉ଵ)(݌ଵ −    ;(݌
                                         ∆ଷ= −ܽଶ଴(݉ଶ − ଵ݌)(݉ − ଶ݌)(݌ − ଶ݌)(݌ −    ;(ଵ݌
                                         ∆ସ= ܽଶ଴(݉ଵ − ଵ݌)(݉ − ଶ݌)(݌ − ଶ݌)(݌ −    .(ଵ݌
 Звідси:  
                                         ݇ଵ = ∆భ

∆
= ௔బమ(௠ି௠భ)(௠మି௠)(௣మି௣)

(௣మି௣భ){௔మబ(௣ି௣భ)(௣ି௣మ)ା௔బమ(௠ି௠భ)(௠మି௠)}
 ;   

                                         ݇ଶ = ∆మ
∆

= ௔బమ(௠భି௠)(௠మି௠)(௣భି௣)
(௣మି௣భ){௔మబ(௣ି௣భ)(௣ି௣మ)ା௔బమ(௠ି௠భ)(௠మି௠)}

 ;   

                                         ݇ଷ = ∆య
∆

= ௔మబ(௠మି௠)(௣ି௣భ)(௣మି௣)
(௠భି௠మ){௔మబ(௣ି௣భ)(௣ି௣మ)ା௔బమ(௠ି௠భ)(௠మି௠)}

 ;   

                                         ݇ସ = ∆ర
∆

= ௔మబ(௠భି௠)(௣భି௣)(௣మି௣)
(௠భି௠మ){௔మబ(௣ି௣భ)(௣ି௣మ)ା௔బమ(௠ି௠భ)(௠మି௠)}

 .   
 У самому загальному випадку рекурентна формула, що зв’язує значення кінцевого ряду довільних 
членів послідовності (16) матиме вигляд: 
௜ା௣,௝ା௠ݖ                                       = ݇ଵݖ௜ା௣భ ,௝ା௠భ + ݇ଶݖ௜ା௣మ ,௝ା௠మ + ݇ଷݖ௜ା௣య,௝ା௠య + ݇ସݖ௜ା௣ర ,௝ା௠ర.                         (19) 
 Підставляючи (16) у (19) одержимо рівняння, розчіпляючи яке за змінними  i  та  j  у різних 
степенях, зможемо скласти систему визначальних рівнянь (20):  
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⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧ ∑ ݇௜ =ସ

௜ୀଵ 1
ܽଶ଴ ∑ ݇௜݌௜

ଶ + ܽଵ଴ ∑ ݇௜݌௜ + ܽ଴ଶ ∑ ݇௜݉௜
ଶ + ܽ଴ଵ ∑ ݇௜݉௜ + ܽ଴଴ ∑ ݇௜ +ସ

௜ୀଵ
ସ
௜ୀଵ

ସ
௜ୀଵ

ସ
௜ୀଵ

ସ
௜ୀଵ
+ܽଵଵ ∑ ݇௜݉௜݌௜ = ܽଶ଴݌ଶ + ܽଵ଴݌ + ܽ଴ଶ݉ଶ + ܽ଴ଵ݉ + ܽ଴଴ + ܽଵଵ݉݌ସ

௜ୀଵ
2ܽଶ଴ ∑ ݇௜݌௜ + ܽଵ଴ ∑ ݇௜ + ܽଵଵ ∑ ݇௜

ସ
௜ୀଵ

ସ
௜ୀଵ

ସ
௜ୀଵ ݉௜ =

= 2ܽଶ଴݌ + ܽଵ଴ + ܽଵଵ݉
2ܽଶ଴ ∑ ݇௜݌௜ + ܽଵ଴ ∑ ݇௜ + ܽଵଵ ∑ ݇௜

ସ
௜ୀଵ

ସ
௜ୀଵ

ସ
௜ୀଵ ݉௜ =

= 2ܽ଴ଶ݉ + ܽ଴ଵ + ܽଵଵ݌

                 (20) 

 
 Переписуючи її у вигляді (21)  



                                   

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧ ∑ ݇௜ =ସ

௜ୀଵ 1
∑ ݇௜ = (ܽଶ଴݌௜

ଶ + ܽଵ଴݌௜ + ܽ଴ଶ݉௜
ଶ + ܽ଴ଵ݉௜ + ܽ଴଴ + ܽଵଵ݉௜݌௜) =ସ

௜ୀଵ
= ܽଶ଴݌ଶ + ܽଵ଴݌ + ܽ଴ଶ݉ଶ + ܽ଴ଵ݉ + ܽ଴଴ + ܽଵଵ݉݌

∑ ݇௜(2ܽଶ଴݌௜ + ܽଵ଴ + ܽଵଵ݉௜) =ସ
௜ୀଵ

= 2ܽଶ଴݌ + ܽଵ଴ + ܽଵଵ݉
∑ ݇௜(2ܽ଴ଶ݉௜ + ܽ଴ଵ + ܽଵଵ݌௜) =ସ

௜ୀଵ
= 2ܽ଴ଶ݉ + ܽ଴ଵ + ܽଵଵ݌

,                                 (21) 

і розв’язуючи за методом Крамера, знаходимо вирази для обчислення визначників ∆, ∆ଵ, ∆ଶ, ∆ଷ, ∆ସ :  
∆= −4(ܽ଴ଶܽଶ଴ − ܽଵଵ

ଶ ) ∙ ଵ݌ଶଵܯ)ସܣ} + ଶ݌ଵଷܯ + (ଵ݌ଷଶܯ +  
ସ݌ଵଶܯ)ଷܣ+ + ଶ݌ସଵܯ + (ଵ݌ଶସܯ + ସ݌ଷଵܯ)ଶܣ + ଷ݌ଵସܯ + (ଵ݌ସଷܯ +  

ସ݌ଶଷܯ)ଵܣ + ଷ݌ସଶܯ + (ଶ݌ଷସܯ + ܽଵଵ(ܯଶଵ݉ସ + ସ݌ଷ݌)(ଵଶ݉ଷܯ + (ଶ݌ଵ݌ +  
+ܽଵଵ(ܯଵଷ݉ସ + ସ݌ଶ݌)(ଷଵ݉ଶܯ + (ଷ݌ଵ݌ + ܽଵଵ(ܯଷଶ݉ସ + ସ݌ଵ݌)(ଶଷ݉ଵܯ +  ;  {(ଷ݌ଶ݌

∆ଵ= −4(ܽ଴ଶܽଶ଴ − ܽଵଵ
ଶ ) ∙ ଷ݌ଶ଴ܯ)ସܣ} + ଶ݌଴ଷܯ + (݌ଷଶܯ +  

ସ݌଴ଶܯ)ଷܣ+ + ଶ݌ସ଴ܯ + (݌ଶସܯ + ସ݌ଷ଴ܯ)ଶܣ + ଷ݌଴ସܯ + (݌ସଷܯ +  
ସ݌ଶଷܯ)଴ܣ + ଷ݌ସଶܯ + (ଶ݌ଷସܯ + ܽଵଵ(ܯଶ଴݉ସ + ସ݌ଷ݌)(଴ଶ݉ଷܯ + (ଶ݌݌ +  

ܽଵଵ(ܯ଴ଷ݉ସ + ସ݌ଶ݌)(ଷ଴݉ଶܯ + (ଷ݌݌ + ܽଵଵ(ܯଷଶ݉ସ + ଷ݌ଶ݌)(ଶଷ݉ܯ +    ; {(ସ݌݌
∆ଶ= 4(ܽ଴ଶܽଶ଴ − ܽଵଵ

ଶ ) ∙ ଷ݌ଵ଴ܯ)ସܣ} + ଵ݌଴ଷܯ + (݌ଷଵܯ +  
ସ݌଴ଶܯ)ଷܣ+ + ଵ݌ସ଴ܯ + (݌ଵସܯ + ସ݌ଷ଴ܯ)ଵܣ + ଷ݌଴ସܯ + (݌ସଷܯ +  

ସ݌ଵଷܯ)଴ܣ + ଷ݌ସଵܯ + (ଵ݌ଷସܯ + ܽଵଵ(ܯଵ଴݉ସ + ସ݌ଷ݌)(଴ଵ݉ଷܯ + (ଵ݌݌ +  
ܽଵଵ(ܯ଴ଷ݉ସ + ସ݌ଵ݌)(ଷ଴݉ଵܯ + (ଷ݌݌ + ܽଵଵ(ܯଷଵ݉ସ + ସ݌݌)(ଵଷ݉ܯ +    ; {(ଷ݌ଵ݌

∆ଷ= −4(ܽ଴ଶܽଶ଴ − ܽଵଵ
ଶ ) ∙ ଶ݌ଵ଴ܯ)ସܣ} + ଵ݌଴ଶܯ + (݌ଶଵܯ +  

ସ݌଴ଵܯ)ଶܣ+ + ଵ݌ସ଴ܯ + (݌ଵସܯ + ସ݌ଶ଴ܯ)ଵܣ + ଶ݌଴ସܯ + (݌ସଶܯ +  
ସ݌ଵଶܯ)଴ܣ + ଶ݌ସଵܯ + (ଵ݌ଶସܯ + ܽଵଵ(ܯଵ଴݉ସ + ସ݌ଶ݌)(଴ଵ݉ଶܯ + (ଵ݌݌ +  

ܽଵଵ(ܯ଴ଶ݉ସ + ସ݌ଵ݌)(ଶ଴݉ଵܯ + (ଶ݌݌ + ܽଵଵ(ܯଶଵ݉ସ + ସ݌݌)(ଵଶ݉ܯ +    ; {(ଶ݌ଵ݌
∆ସ= 4(ܽ଴ଶܽଶ଴ − ܽଵଵ

ଶ ) ∙ ଶ݌ଵ଴ܯ)ଷܣ} + ଵ݌଴ଶܯ + (݌ଶଵܯ +  
ଷ݌଴ଵܯ)ଶܣ+ + ଵ݌ଷ଴ܯ + (݌ଵଷܯ + ଷ݌ଶ଴ܯ)ଵܣ + ଷ݌଴ଷܯ + (݌ଷଶܯ +  

ଷ݌ଵଶܯ)଴ܣ + ଶ݌ଷଵܯ + (ଵ݌ଶଷܯ + ܽଵଵ(ܯଵ଴݉ଷ + ଷ݌ଶ݌)(଴ଵ݉ଶܯ + (ଵ݌݌ +  
ܽଵଵ(ܯ଴ଶ݉ଷ + ଷ݌ଵ݌)(ଶ଴݉ଵܯ + (ଶ݌݌ + ܽଵଵ(ܯଶଵ݉ଷ + ଷ݌݌)(ଵଶ݉ܯ +    . {(ଶ݌ଵ݌

де  ܣ௜ = ܽଶ଴݌௜
ଶ + ܽ଴ଶ݉௜

ଶ ,  ܯ௜௝ = ݉௜ − ௝݉  ,  а вирази для обчислення величин коефіцієнтів суперпозиції k1, k2, 
k3, k4 будуть одержані в результаті розв’язання системи рівнянь (21) за формулами :  

݇௦ = ∆ೞ
∆

ݏ  , = 1,4തതതത .   

 
Рисунок 1. Дискретний каркас двовимірної числової послідовності  

࢐࢏ࢠ   = ૞ + ࢏ − ૜࢐ − ૛࢏ + ૛࢐࢏ + ૝࢐૛ .   
 

 Для перевірки справедливості виведених формул визначення координат будь-якої точки 
двовимірного ГО, що заданий формулою (16) як суперпозиції координат чотирьох заданих довільних точок 
даного образу, розглянемо два приклади із конкретними вихідними даними. 
 Приклад 1 (рис. 1).  
 a00=5;  a01=-3;  a10=1;  a11=2;  a02=4;  a20=-1;  p=-2;  p1=1;  p2=2;  p3=-1;  p4=4;  m=1;  m1=0;  m2=-1;  
m3=5;  m4=3;  i=2;  j=1.   



 Рекурентна формула (19) матиме вигляд  
଴ଶݖ                                  = ݇ଵݖଷଵ + ݇ଶݖସ଴ + ݇ଷݖଵ଺ + ݇ସݖ଺ସ .  
 Звідси:  
   z02=15;  z31=6;  z40=-7;  z16=143;  z64=-75;   
   k1=166/57;  k2=-31/19;  k3=2/19;  k2=-22/57;  
                    15 = ଵ଺଺

ହ଻
∙ 6 − ଷଵ

ଵଽ
∙ (−7) + ଶ

ଵଽ
∙ 143 − ଶଶ

ହ଻
∙ 75 = 15 .  

 Приклад 2 (рис. 1).  
 a00=5;  a01=-3;  a10=1;  a11=2;  a02=4;  a20=-1;  p3;  p1=5;  p2=0;  p3=-2;  p4=-1;  m=5;  m1=-1;  m2=3;  
m3=2;  m4=-4;  i=4;  j=5.   
 Рекурентна формула (19) матиме вигляд  
଻,ଵ଴ݖ                                  = ݇ଵݖଽସ + ݇ଶݖସ଼ + ݇ଷݖଶ଻ + ݇ସݖଷଵ .  
 Звідси:  
   z7,10=473;  z94=57;  z48=289;  z27=206;  z31=6;   
   k1=-266/1287;  k2=1355/429;  k3=-893/429;  k2=167/1287;  
                   473 = − ଶ଺଺

ଵଶ଼଻
∙ 57 + ଵଷହହ

ସଶଽ
∙ 289 − ଼ଽଷ

ସଶଽ
∙ 206 + ଵ଺଻

ଵଶ଼଻
∙ 6 = 473 .  

 Висновки. Для дискретного моделювання ГО можуть бути застосовані дані дослідження 
визначення поліномів двох змінних  n-го  степеня за довільними дискретними значеннями. Одержані в даній 
статті формули обчислення коефіцієнтів суперпозицій двовимірних точкових множин дозволяють визначати 
аналітичні вирази дискретних аналогів двовимірних ГО у загальному вигляді. 
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