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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

У формулах iндекси, позначенi латинськими лiтерами, змiнюю-

ться вiд 1 до n, грецькими — вiд 0 до n. За iндексами, що повторю-

ються, йде сумування. Нижнi iндекси функцiй позначають диферен-

цiювання за вiдповiдними змiнними.

0η, abη, abcη — координати продовженого оператора Q.

МАI — максимальна алгебра iнварiантностi.

Rn — арифметичний дiйсний n-вимiрний простiр.

N, R — множини натуральних та дiйсних чисел вiдповiдно.

X
n

— n-е продовження iнфiнiтезимального оператора X.

δab — символ Кронекера.

u(n) — сукупнiсть всiх похiдних функцiї u по змiннiй x1 до

порядку n.

∂µ =
∂
∂xµ

— оператори диференцiювання по xµ.

∂u =
∂
∂u

— оператор диференцiювання по u.

△u = ∂2u
∂x21

+ ∂2u
∂x22

— оператор Лапласа вiд функцiї u.

Якщо Qa = Aa∂0 +Bab∂b + Ca∂u, то Qau = 0 означає,

що Ca − Aau0 −Babub = 0.



ВCТУП

При дослiдженнi рiзних явищ природи часто приходять до ма-

тематичних моделей у виглядi диференцiальних рiвнянь. З виникне-

нням i наступним розвитком теорiї диференцiальних рiвнянь приро-

дознавство дiстало ефективний засiб моделювання та дослiдження

рiзноманiтних задач науки та технiки.

Явища, якi вивчаються в гiдродинамiцi, теорiї пружностi, елект-

родинамiцi, теорiї теплопровiдностi, квантовiй механiцi, атомнiй фi-

зицi тощо, описуються рiвняннями математичної фiзики [20]. Методи

iнтегрування диференцiальних рiвнянь почали iнтенсивно розробля-

тись пiсля появи “Математичних початкiв натуральної фiлософiї ”

I. Ньютона в процесi дослiдження проблем всесвiтнього тяжiння i тео-

рiї свiтла. Розквiт методiв класичної математичної фiзики пов’язаний

iз прiзвищами Ж. Лагранжа, Л. Ейлера, Ж.Л. д’Аламбера, П.С. Ла-

пласа, Д. Бернуллi, Ж. Фур’є, М.В. Остроградського, А.М. Ляпуно-

ва, С. Лi та багатьох iнших. Одним iз таких методiв є метод обер-

неної задачi розсiяння (та низка спорiднених з ними методiв). Цей

метод було розроблено у 1967 роцi в спiльнiй роботi K. Гарднера

(C. Gardner), Дж. Грiна (J. Green), M. Крускала (M. Kruskal) i P. Мi-

ури (R. Miura) [80] на прикладi нелiнiйного рiвняння Кортевега–де

Фрiза. Протягом останнiх десятилiть спостерiгається потужний роз-

виток сучасної теорiї iнтегровностi динамiчних систем i застосування

методiв оберненої задачi розсiяння та спорiдненим з ним пiдходiв до

розв’язання багатьох нелiнiйних диференцiальних рiвнянь. Важли-

ву роль при цьому вiдiграли працi українських математикiв, зокре-
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ма, В.А. Марченка [25], Ю.М. Березанського, Л.П. Нижника [27, 28],

Є.Д. Бiлоколоса, [4, 5], Є.Я. Хруслова [63].

Не менш поширеним, нiж метод оберненої задачi розсiяння, ме-

тодом для побудови точних розв’язкiв нелiнiйних диференцiальних

рiвнянь з частинними похiдними є метод Софуса Лi, в основi яко-

го лежить принцип симетрiї. Даний метод полягає в знаходженнi та

застосуваннi операторiв алгебри iнварiантностi (симетрiй Лi) дифе-

ренцiального рiвняння для знаходження його точних розв’язкiв.

Багато дослiдникiв використовували i розвивали теорiю С. Лi.

Вперше iдеї Лi були застосованi Пуанкаре (1905 р.) до системи рiв-

нянь Максвела. У 1918 роцi Е. Ньотер довела двi важливi теоре-

ми, якi пов’язали групи симетрiї з законами збереження. Г. Бей-

тман [68] ефективно використав симетрiю лiнiйного хвильового рiв-

няння для одержання його точних розв’язкiв. Роботи В.I. Смiрнова

i С.Л. Соболєва (1932 р.) були присвяченi побудовi та застосуванню

функцiонально–iнварiантних розв’язкiв лiнiйного хвильового рiвнян-

ня. Тривалий перiод результати С. Лi щодо групового аналiзу дифе-

ренцiальних рiвнянь з частинними похiдними залишалися маловiдо-

мими. Г. Бiркгоф першим наголосив на їх важливостi i принципо-

вiй можливостi застосування теорiї груп у механiцi [6]. Подальший

розвиток метод С. Лi набув у роботах Л.В. Овсяннiкова [31, 29, 30]

i його школи, якими була створена теорiя iнварiантних i частково-

iнварiантних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь. Важливi резуль-

тати були одержанi Дж. Блуменом та I.Д. Коулом [70, 69], У. Мiл-

лером [26], П. Олвером [32, 95, 96, 98], Н.Х. Iбрагiмовим [15, 16],

П. Вiнтернiцем [100, 101, 106]. В Українi першi роботи на цю тему

були опублiкованi львiвським математиком В.Г. Костенком напри-
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кiнцi 50-их рокiв [19]. Провiдну роль у цих дослiдженнях вiдiграла

українська школа теоретико-алгебраїчного аналiзу, що була заснова-

на В.I. Фущичем. Математичними основами теорiї симетрiй займа-

лися українськi матeматики П.I. Голод, А.У. Клiмик [10].

В.I. Фущичем та А. Г. Нiкiтiним [49, 48, 47, 50, 51] розроблено

новий пiдхiд до дослiдження алгебр iнварiантностi диференцiальних

рiвнянь, головна вiдмiннiсть якого вiд класичного полягає в тому, що

базиснi елементи алгебри iнварiантностi даних рiвнянь є iнтегроди-

ференцiальними операторами. Цей метод дослiдження симетрiйних

властивостей рiвнянь дозволив знайти новi симетрiї багатьох добре

вiдомих рiвнянь квантової механiки: Дiрака [58], Максвела [51], Ламе

[59] тощо.

Виявляється, що є цiлi класи рiвнянь, що широко застосовую-

ться при описанi конкретних фiзичних процесiв, якi не володiють лi-

ївською симетрiєю, а це означає, що стандартний метод Лi для них є

малоефективним. I тому актуальною стала задача узагальнити метод

Лi з метою побудови принципово нових анзацiв i точних розв’язкiв,

якi не можуть бути отриманi стандартним алгоритмом Лi. В 1969 ро-

цi Дж. Блумен та I.Д. Коул в роботi [69] ввели поняття некласичної

симетрiї, яка дала можливiсть знаходити оператори iнварiантностi

диференцiальних рiвнянь, вiдмiннi вiд операторiв С.Лi. Продовжен-

ня розвитку iдей Блумена i Коула спостерiгається в роботах Олвера

та Розенау [98, 99], В.I. Фущича i I.М. Цифри [79]. На основi цих до-

слiджень пiд керiвництвом В.I. Фущича в роботах [49, 62, 57, 61] було

розроблено новий метод знаходження симетрiй, який отримав назву

метод умовної симетрiї. За допомогою цього методу можна видiли-

ти такi пiдмножини розв’язкiв диференцiального рiвняння, симетрiя
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яких ширша, а iнодi i зовсiм вiдрiзняється, вiд симетрiї всiєї множи-

ни його розв’язкiв. Результати дослiджень умовної симетрiї деяких

конкретних рiвнянь представленi в роботах [53, 61, 76, 88, 73].

Принципи симетрiї вiдiграють фундаментальну роль у природо-

знавствi. Закони збереження енергiї, iмпульсу, моменту кiлькостi ру-

ху є наслiдком однорiдностi, iзотропностi чотиривимiрного простору–

часу. По вiдношенню до диференцiальних рiвнянь, симетрiю можна

також розглядати як принцип, за допомогою якого iз найрiзноманiт-

нiших логiчно допустимих моделей (рiвнянь, спiввiдношень) вiдби-

раються тiльки тi, котрi володiють широкою симетрiєю. Це пов’яза-

но, перш за все, з тим, що основнi фiзичнi закони, рiвняння руху, рiзнi

математичнi моделi володiють явною чи умовною, геометричною чи

негеометричною, локальною чи нелокальною симетрiями. Усi основ-

нi рiвняння математичної фiзики (рiвняння Ньютона, Лапласа, д’А-

ламбера, Шредiнгера, Лiувiлля, Дiрака, Максвела i т.д.) iнварiантнi

вiдносно достатньо широких груп перетворень. Саме ця властивiсть

видiляє їх iз множини iнших диференцiальних рiвнянь.

Побудова конструктивного математичного апарату, здатного ви-

являти рiзнi типи симетрiй, — одна з найважливiших задач якiсної

теорiї диференцiальних рiвнянь. Не менш важливою є задача, в де-

якому змiстi обернена до сформульованої вище: по заданiй групi пе-

ретворень побудувати математичнi моделi (рiвняння чи системи), що

володiють зазначеною симетрiєю. Розв’язанню таких актуальних за-

дач i присвячена дана монографiя.
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Коротко сформулюємо основнi поняття та визначення, що вико-

ристовуються в роботi.

Нехай

S
(
x, u, u

1
, u
2
, . . . , u

r

)
= 0, S = (S1, S2, . . . Sl) (0.1)

система диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними r–го по-

рядку, де u = u(x); x = (x0, x⃗); x⃗ ∈ Rn; u ∈ Rm; u
k

— сукупнiсть

похiдних k–го порядку функцiй u; k = 1, r; k, n,m, r, l ∈ N.

Наведемо основнi поняття групового аналiзу згiдно [32, 31].

Означення 0.1. Група Лi локальних перетворень вигляду

x̃µ = fµ(x, u, θ), ũk = gk(x, u, θ), (0.2)

де µ = 0, n, k = 1,m, θ = (θb), b = 1, l, називається l-параметричною

групою точкових симетрiй рiвняння (0.1), якщо множина розв’яз-

кiв (0.1) iнварiантна вiдносно перетворень (0.2).

Означення 0.2. Алгеброю Лi групи (0.2) називається лiнiйний век-

торний простiр, базисом якого є диференцiальнi оператори

Xb = ξbµ(x, u)∂xµ + ηbk(x, u)∂uk, де ξbµ = fµ
θb

∣∣∣∣
θ=0

, ηbk = gkθb
∣∣∣∣
θ=0

зi стандартною операцiєю комутування.

Мiж групами Лi перетворень (0.2) i алгебрами Лi iснує взаємно-

однозначна вiдповiднiсть (перша теорема Лi). Щоб вiдновити групу

Лi по її алгебрi Лi, необхiдно розв’язати наступну задачу Кошi (си-

стему рiвнянь Лi):

∂fµ

∂θb
= ξbµ(f, g),

∂gk

∂θb
= ηbk(f, g),

fµ|θ=0 = xµ, gk|θ=0 = uk.

(0.3)

Сформулюємо алгоритм Лi знаходження алгебри iнварiантностi сис-

теми рiвнянь (0.1).
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Теорема 0.1. Диференцiальний оператор X = ξµ(x, u)∂xµ+η
k(x, u)∂uk

є оператором iнварiантностi (0.1) тодi i тiльки тодi, коли

X
r
S
(
x, u, u

1
, u
2
, . . . , u

r

) ∣∣∣∣∣∣ S = 0
≡ 0, (0.4)

де X
r
= X + µ1ηk∂ukµ1

+ · · ·+ µ1µ2...µrηk∂ukµ1µ2...µr
,

µ1ηk = Dµ1
(ηk)− ukνDµ1

(ξν),

µ1µ2ηk = Dµ2
(µ1ηk)− ukµ1ν

Dµ2
(ξν),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

µ1µ2···µrηk = Dµr(
µ1···µr−1ηk)− ukµ1µ2···µr−1ν

Dµr(ξ
ν),

Dµ = ∂xµ + ukµ∂uk + ukµµ1
∂ukµ1

+ · · ·+ ukµµ1···µr−1
∂ukµ1···µr−1

,

µ, µ1, . . . µr, ν = 0, n, k = 1,m.

Записавши (0.4) в розгорнутому виглядi, пiсля розщеплення по

похiдним, отримуємо систему лiнiйних рiвнянь з частинними похi-

дними вiдносно координат ξ, η оператора X (систему визначальних

рiвнянь), загальний розв’язок якої визначає максимальну в розумiннi

Лi алгебру iнварiантностi рiвняння (0.1). Використовуючи формули

(0.3), можна визначити локальнi групи Лi, що вiдповiдають данiй

алгебрi.

Використовуючи поняття iнварiантностi, розв’язується задача

опису диференцiальних рiвнянь, якi є iнварiантними вiдносно да-

ної групи [31, 32, 78], будуються широкi класи iнварiантних розв’яз-

кiв (алгоритм редукцiї та знаходження розв’язкiв, див. детальнiше

[31, 32, 78]).

У другому роздiлi роботи використовується поняття iнварiант-
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ностi рiвняння вiдносно операторiв Q-умовної симетрiї [62] та вiднос-

но iнволютивних множин Q-умовних операторiв [104].

Означення 0.3. [115] Множина диференцiальних операторiв пер-

шого порядку

Qa =
n∑
i=1

ξai(x, u)
∂

∂xi
+ ηa(x, u)

∂

∂u
, a = 1, . . . ,m, (0.5)

називається iнволютивною, якщо iснують гладкi функцiї

µcab(x, u), a, b, c = 1, . . . ,m,

такi, що

[Qa, Qb] =
m∑
c=1

µcab(x, u)Qc.

Означення 0.4. [104] Диференцiальне рiвняння з частинними по-

хiдними (0.1) (l = 1) є Q-умовно iнварiантним вiдносно iнволютив-

ної множини диференцiальних операторiв (0.5), якщо

Q
r
a S = 0,

S = 0,M

де M – множина всiх диференцiальних наслiдкiв рiвнянь Qa[u
b] = 0,

порядок яких як диференцiальних рiвнянь не перевищує порядку рiв-

няння (0.1).

Означення 0.5. [104] Множини диференцiальних операторiв пер-

шого порядку Q = {Qα} та Q̃ = {Q̃α} називаються еквiвалентни-

ми, якщо вони задовольняють умову Q̃ = A(x, u)Q, де A(x, u) —

невироджена функцiональна матриця.

Означення 0.6. [34] Двi iнволютивнi множини називаються еквi-

валентними вiдносно групи перетворень, якщо iснує перетворення

з групи, що перетворює одну iнволютивну множину в еквiвалентну

iншiй.



РОЗДIЛ 1

Q-умовна симетрiя нелiнiйних (1+2)-вимiрних

рiвнянь теплопровiдностi

У теорiї диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними ва-

жливу роль вiдiграють рiвняння, яким притаманнi нетривiальнi си-

метрiйнi властивостi. Як правило, такi рiвняння плiдно використо-

вуються для математичного моделювання об’єктiв, явищ i процесiв

у рiзних наукових галузях, i саме вони стимулюють виникнення та

розвиток нових понять i методiв теорiї диференцiальних рiвнянь з

частинними похiдними. Одним з таких рiвнянь є лiнiйне рiвняння

теплопровiдностi. У 1969 роцi Блумен i Коул [69] саме на прикладi

лiнiйного (1+1)-вимiрного рiвняння теплопровiдностi ввели поняття

некласичної симетрiї диференцiального рiвняння з частинними похiд-

ними. Така симетрiя узагальнюється поняттям умовної симетрiї, яке

введене в [62] (див. також [46, 49, 48, 53, 54, 77, 79, 87, 88, 105]). Ме-

тод умовної симетрiї дає можливiсть одержувати такi пiдмножини

розв’язкiв диференцiальних рiвнянь, симетрiя яких ширша, а iнодi

зовсiм вiдрiзняється вiд симетрiї всiєї множини розв’язкiв.

Задача дослiдження Q-умовної iнварiнтностi лiнiйного рiвняння

теплопровiдностi розглядалася багатьма авторами, як (1+1)-вимiр-

ного [69, 33, 75, 103, 111] так i n-вимiрного [34]. Не менш цiкавим

для дослiдження є нелiнiйне рiвняння теплопровiдностi. Дослiджен-

ню його умовних симетрiй присвячена цiла низка робiт. Зокрема, в
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роботах В.I. Фущича та його учнiв[37, 53, 54, 55, 76] були дослiдже-

нi умовнi симетрiї нелiнiйного рiвняння теплопровiдностi у випадку

одної просторової змiнної x1.

Q-умовна iнварiантнiсть лiнiйного одновимiрного рiвняння теп-

лопровiдностi вивчена в роботах [111, 75, 103]. Задача про Q-умовну

симетрiю лiнiйного n-вимiрного рiвняння теплопровiдностi розв’яза-

на в [34]. У роботах [37, 53, 76, 57] дослiджена умовна та Q-умовна

симетрiя одновимiрних (1+1) нелiнiйних рiвнянь теплопровiдностi

H(u)u0 + u11 = F (u). (1.1)

Цей роздiл присвячений дослiдженню Q-умовної симетрiї нелi-

нiйних (1+2)-вимiрних (1+2) рiвнянь теплопровiдностi:

H(u)u0 +△u = F (u), (1.2)

де u = u(x) ∈ R1, x = (x0, x⃗), x⃗ ∈ R2, H(u) та F (u) — довiльнi гладкi

функцiї. Будь-яке рiвняння (1.2) за допомогою замiни u→
∫
H(u)du

можна привести до вигляду

u0 +∇(g(u)∇u) = f(u), (1.3)

де g та f виражаються через F та H.

Q-умовну симетрiю рiвнянь (1.2) будемо вивчати як вiдносно

оператора

Q = A(x, u)∂0 +Ba(x, u)∂a + C(x, u)∂u, (1.4)

так i вiдносно множини двох операторiв

Qa = Aa(x, u)∂0 +Bab(x, u)∂b + Ca(x, u)∂u, (1.5)

де A, Ba, C, Aa, Bab, Ca — довiльнi гладкi функцiї, a = 1, 2.
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У даному роздiлi розв’язанi задачi повного опису операторiв (1.4),

вiдносно яких за умови H ̸= 0, рiвняння (1.2) є Q-умовно iнварiант-

ним та дослiдження Q-умовної iнварiантностi даного нелiнiйного рiв-

няння вiдносно iнволютивної множини двох операторiв (1.5).

Будь-який оператор лiївської iнварiантностi є також оператором

Q-умовної iнварiантностi, з iншого боку дослiдження буде проводити-

ся з точки зору перетворень еквiвалентностi, тому в першому пiдроз-

дiлi наведено результати вичерпної групової класифiкацiї в класi рiв-

нянь (1.2), а в наступних пiдроздiлах знайденi оператори Q-умовної

iнварiантностi, якi не є еквiвалентними лiївським.

Зазначимо, що функцiї H та F , при яких рiвняння (1.2) зводя-

ться локальною замiною до лiнiйного рiвняння теплопровiдностi ми

також не розглядаємо, оскiльки це рiвняння дослiджено в [34].

1.1. Групова класифiкацiя

Лiївська симетрiя нелiнiйних рiвнянь теплопровiдностi у вигля-

дi (1.3) добре вивчена для довiльної кiлькостi просторових змiнних n.

Цiй темi присвячена цiла низка робiт [12, 13, 43, 29], де знайдено МАI

рiвнянь (1.3) у залежностi вiд вигляду функцiй g, f та значення n.

У згаданих вище роботах групова класифiкацiя проводилася лише з

точнiстю до перетворень з основної групи еквiвалентностi без враху-

вання додаткових перетворень еквiвалентностi. Для (1+1)-вимiрних

рiвнянь (1.3) групова класифiкацiя разом з додатковими перетворе-

ннями еквiвалентностi наведена в [85]. У цьому пiдроздiлi проведено

групову класифiкацiю у класi (1+2)-вимiрних рiвнянь теплопровiд-

ностi вигляду (1.2) з урахуванням додаткових перетворень еквiвален-

тностi.
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Теорема 1.1. Максимальною локальною групою G∼ точкових пе-

ретворень еквiвалентностi рiвнянь (1.2) є група, що задається пе-

ретвореннями

x0 → β0x0 + α0, xa → β1xa + γabxb + αa, u→ β2u+ α3,

H → β0β
−2
1 H, F → β2β

−2
1 F,

(1.6)

де β0, β2 ̸= 0, β1 > 0, αl, γab — сталi, (γab) ∈ O(2), a, b = 1, 2, l = 0, 3.

Доведення. Оскiльки функцiї H та F залежать тiльки вiд u, то для

них справедливi умови

Hxµ = 0, Fxµ = 0, Huµ = 0, Fuµ = 0. (1.7)

Розглянемо оператор еквiвалентностi

E = ξ0∂0 + ξa∂a + η∂u + ζ1∂H + ζ2∂F ,

ξµ, η — функцiї вiд x, u, ζa — функцiї вiд x, u, H, F . З умови iн-

варiантностi (1.2) та (1.7) вiдносно оператора E, одержуємо систему

визначальних рiвнянь на коефiцiєнти цього оператора:

ξ0a = 0, ξ0u = 0, ξa0 = ξau = 0, ξ11 = ξ22 , ξ
1
2 = −ξ21 , ηuu = 0, ηµ = 0,

ζaµ = 0, ζ1 = (ξ00 − 2ξ11)H, ζ
2 = (ηu − 2ξ11)F.

(1.8)

Загальним розв’язком системи (1.8) є функцiї

ξ0 = κ0x0 + d0, ξ
a = κ1xa + cabxb + da, η = κ2u+ d3, cab + cba = 0,

ζ1 = (κ0 − 2κ1)H, ζ
2 = (κ2 − 2κ1)F.

Отже, алгеброю Лi групи G∼ є алгебра

A∼ = ⟨∂0, ∂a, J12, x0∂0 +H∂H , xa∂a − 2F∂F , u∂u + F∂F .⟩
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Це означає, що зв’язна компонента одиницi в G∼ задається перетво-

реннями

x0 → eθ5x0 + θ1,

x1 → eθ6(x1 cos θ8 − x2 sin θ8) + θ2,

x2 → eθ6(x1 sin θ8 + x2 cos θ8) + θ3,

u→ eθ7u+ θ4, H → eθ5−2θ6H, F → eθ7−2θ6F.

(1.9)

Крiм неперервних перетворень еквiвалентностi (1.9), клас рiвнянь

(1.2) також допускає наступнi дискретнi перетворення:

x0 → x0, x1 → −x1, x2 → x2, u→ u, H → H, F → F ;

x0 → x0, xa → xa, u→ −u, H → H, F → −F ;

x0 → −x0, xa → xa, u→ u, H → −H, F → F.

Разом неперервнi та дискретнi перетворення задають перетворення

вигляду (1.6), якi вичерпно описують всi перетворення групи еквiва-

лентностi G∼.

Теорему 1.1 доведено.

Використовуючи результати одержанi в роботах [13, 85] для рiв-

нянь (1.3), ми можемо отримати групову класифiкацiю для класу

рiвнянь (1.2). Результати цiєї класифiкацiї наведемо в виглядi насту-

пної теореми.

Теорема 1.2. Для будь-яких значень функцiй H та F з точнiс-

тю до групи еквiвалентностi (1.6) групова класифiкацiя нелiнiйних

рiвнянь (1.2) вичерпно описується випадками, що наведенi в таб-

лицi 2.1.
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Tаблиця 2.1

№ H(u) F (u) Лiївська симетрiя Зауваження

1 ∀ ∀ A = ⟨∂0, ∂a, J12 = x1∂2 − x2∂1⟩

2 ∀ 0 A+ ⟨D = 2x0∂0 + xa∂a⟩

3 eku λemu A+ ⟨D1 = 2(m− k)x0∂0 +mxa∂a − 2∂u⟩ m ̸= k

3a eu λ0e
u + λ A+ ⟨D4 = eλ0x0(∂0 + λ0∂u)⟩ λ ̸= 0

4 uk λum A+ ⟨D2=2(m− k − 1)x0∂0 + (m− 1)xa∂a − 2u∂u⟩ (k,m) ̸= (0, 0),

m ̸= k + 1

4a uk λ0u
k+1 + λu A+ ⟨D5 = e−λ0kx0(∂0 − λ0u∂u)⟩ λ ̸= 0

5 1 λu lnu A+ ⟨eλx0(∂a +
λ
2xau∂u), e

λx0u∂u⟩

6 uk 0 A+ ⟨D, D3 = kxa∂a − 2u∂u⟩ k ̸= 0

6a uk λ0u
k+1 A+ ⟨D3, D5⟩ k ̸= 0

7 eu 0 ⟨∂0, x0∂0 + ∂u, ξ
a(x⃗)∂a − 2ξ11∂u⟩ ξ12 + ξ21 = 0,

ξ11 = ξ22

7a eu λ0e
u A+ ⟨D4, ξ

a(x⃗)∂a − 2ξ11∂u⟩ ξ12 + ξ21 = 0,

ξ11 = ξ22

Тут λ0 ̸= 0, λ ̸= 0,m, k — сталi, λ ∈ {−1; 1} mod G∼. У випадку 3 стала k ∈ {0; 1} mod G∼ та

m ∈ {0; 1} mod G∼. У випадках 1 та 2, наведенi алгебри є максимальними, якщо рiвняння не

є еквiвалентним рiвнянням, наведеним у випадках 3–7.

Зауваження. Зазначимо також, що локальними перетворення-

ми

u→ eλ0x0u, x0 → 1
λ0k
eλ0kx0 та u→ u− λ0x0, x0 → − 1

λ0
e−λ0x0

(1.10)

рiвняння

uku0 +△u = λ0u
k+1 + λu, euu0 +△u = λ0e

u + λ (1.11)

зводяться, вiдповiдно, до рiвнянь uku0+△u = λu, euu0+△u = λ.

Тому в таблицi 2.1 випадки, що мають один номер зводяться один
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до другого, а саме 3a → 3 (k = 1, m = 0), 4a → 4 (m = 1), 6a → 6,

7a→ 7.

1.2. Класифiкацiя операторiв Q-умовної симетрiї

Дослiдимо спочатку Q-умовну симетрiю рiвнянь вигляду (1.2)

вiдносно операторiв (1.4) (тобто iнволютивних множин, що складаю-

ться з одного оператора).

З точнiстю до вiдношення еквiвалентностi на операторахQ-умов-

ної симетрiї та перетворень з ядра основних груп рiвнянь (1.2) (по-

воротiв змiнних x1 i x2) можна вирiзняти два класи:

Q = ∂0 +Ba(x, u)∂a + C(x, u)∂u, (1.12)

Q = ∂1 +B(x, u)∂2 + C(x, u)∂u, (1.13)

де Ba, C, B — довiльнi гладкi функцiї, a = 1, 2. Достатньо вважати,

що коефiцiєнт при ∂1 не дорiвнює нулю, оскiльки будь-яке рiвняння

з нашого класу є iнварiантним вiдносно поворотiв.

Теорема 1.3. Рiвняння (1.2) є Q-умовно iнварiантним вiдносно опе-

ратора (1.12), якщо функцiї Ba, C задовольняють наступним умо-

вам

Ba
u = 0, Cuu = 0, B1

1 = B2
2 , B1

2 = −B2
1 ,

ḢC2 − ḞC +HC0 +△C + FCu − 2B2
2(F −HC) = 0,

ḢCBa +HBa
0 − 2Cau + 2HBaB1

1 = 0

(1.14)
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та оператора (1.13), якщо

Bu = 0, Cuu = 0, (B2 + 1)CḢ = 2(BB1 −B2)H,

B0H = −2BC1u + 2C2u + 2B1Cu −△B+

+
2

B2 + 1
[BBaBa − 2(B1 +BB2)Cu],

CḞ − CuF = C0H + 2CC1u +△C−

− 2

B2 + 1
[(C1 + CCu − F )(BB1 −B2) + (B1 +BB2)C2].

(1.15)

Доведення грунтується на критерiї Q-умовної iнварiантностi (див.

означення 0.4). В цьому випадку функцiя S = Hu0+△u−F , а множи-

на диференцiальних наслiдкiв складається з трьох рiвнянь. Оскiльки

функцiї Ba, C, H, F не залежать вiд похiдних, то ми можемо роз-

щепити по незв’язним похiдним. Розщеплення суттєво розрiзняється

для операторiв (1.12) та (1.13). Пiсля стандартних перетворень, в ре-

зультатi одержимо рiвностi (1.14) та (1.15).

Теорема 1.3 доведена.

Для того, щоб отримати остаточнi результати, нам треба знайти

загальнi розв’язки систем (1.14) та (1.15) з точнiстю до перетворень

еквiвалентностi (1.6).

Має мiсце наступне твердження.

Теорема 1.4. Будь-який оператор (1.4) Q-умовної симетрiї нелi-

нiйного рiвняння теплопровiдностi (1.2) або є еквiвалентним опе-

ратору лiївської симетрiї цього рiвняння, або з точнiстю до перет-

ворень з групи еквiвалентностi (1.6) та додаткових перетворень

(1.10) є еквiвалентним одному з операторiв, що наведенi в табли-

цi 2.2.



1.3. Доведення для першого класу операторiв 21

Tаблиця 2.2

№ H(u) F (u) Оператори Зауваження

1 ∀ (λ1u+ λ2)[H + λ0] Q = ∂0 + (λ1u+ λ2)∂u (λ1, λ2) ̸= (0, 0)

2 u λ2u
2 + λ1u+ λ0 Q = ∂0 + [λ2u− b(x⃗)]∂u △b = b2 + λ1b+ λ2λ0

3 1 λu lnu, λ ̸= 0 Q = ∂1 + a(x0, x1)u∂u a0 + a11 = −2aa1 + λa

Тут λ, λ0, λ1, λ2 — довiльнi сталi.

Доведення теореми 1.4 є громiздким, тому його викладу при-

свячено два наступних пiдроздiли. При цьому в першому пiдроздiлi

розглянуто оператори вигляду (1.12), а в другому — (1.13).

Теорема 1.4 дає повне розв’язання задачi опису операторiв (1.4)

Q-умовної iнварiантностi рiвняння (1.2) за умови H ̸= 0. Зауважимо,

що ранiше ця задача розглядалася в роботi [82] тiльки для класу опе-

раторiв вигляду (1.12). Результати з [82] не є вичерпними i мiстяться

серед результатiв отриманих в цьому пiдроздiлi.

1.3. Доведення для першого класу операторiв

Щоб побудувати всi можливi оператори (1.12) Q-умовної iнварi-

антностi рiвняння (1.2), потрiбно знайти загальнi розв’язки системи

(1.14). Перепишемо cистему (1.14) у такому виглядi

Ba = Ba(x), C = α(x)u+ b(x), B1
1 = B2

2 , B1
2 = −B2

1 , (1.16)

(αu+ b)BaḢ + (Ba
0 + 2B1

1B
a)H = 2αa,

(αu+ b)Ḟ + (2B1
1 − α)F = (αu+ b)2Ḣ+

+[(α0 + 2B1
1α)u+ b0 + 2B1

1b]H + u△α +△b.

(1.17)

Проаналiзуємо структуру рiвнянь системи (1.17) по змiннiй u. Ос-

кiльки функцiї, що входять до цiєї системи залежать вiд рiзних невi-
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домих, то, ввiвши припущення

αBa = s1Фa(x), bBa = s2Фa(x),

Ba
0 + 2B1

1B
a = −s3Фa(x), 2αa = s4Фa(x),

α = m1φ(x), b = m2φ(x), 2B
1
1 − α = −m3φ(x) + k3φ

2(x),

α0 + 2B1
1α = m4φ(x) + k4φ

2(x), b0 + 2B1
1b = m5φ(x) + k5φ

2(x),

△α = m6φ(x) + k6φ
2(x), △b = m7φ(x) + k7φ

2(x),

(1.18)

де si, mi, ki — довiльнi сталi, а φ(x),Фa(x) — довiльнi гладкi функцiї,

i = 1, 5, отримаємо рiвняння

(s1u+ s2)Ḣ − (s3H + s4) = 0,

(m1u+m2)Ḟ −m3F − (m4u+m5)H −m6u−m7 =

= φ(x)[−k3F + (m1u+m2)
2Ḣ + (k4u+ k5)H + k6u+ k7],

(1.19)

якi ми назвемо структурними для функцiй H(u) та F (u).

Проаналiзувавши перше рiвняння системи (1.19), ми бачимо, що

у випадку довiльної функцiї H необхiдно накласти умови

s1 = s2 = s3 = s4 = 0. (1.20)

З (1.18) випливає, що умови (1.20) можливi в двох випадках α = b = 0

або Ba = αa = 0. Друге рiвняння (1.19) не залежить вiд змiнної x

у випадках (α, b) = const або H = const. В протилежному випадку

друге рiвняння (1.19) розiб’ється на систему двох рiвнянь

(m1u+m2)Ḟ −m3F = (m4u+m5)H +m6u+m7,

k3F = (m1u+m2)
2Ḣ + (k4u+ k5)H + k6u+ k7.

(1.21)

Таким чином розв’язання системи рiвнянь (1.19) зводиться до п’яти

рiзних випадкiв:
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I. α = b = 0;

II. Ba = αa = 0;

III. (α, b) = const, будемо вважати, що (α, b) ̸= (0, 0), Ba ̸= 0, бо

це окремi випадки;

IV. H = const, так як рiвняння λu0 +△u = F (u) замiною x0 →

λx0 зводиться до рiвняння u0+△u = F (u), то можна вважати H = 1;

V. H ̸= const, (α, b) ̸= const.

Розглянемо кожен з цих випадкiв окремо.

I. Нехай α = b = 0. Тодi система рiвнянь (1.16)–(1.17) зводиться

до системи

B1
1 = B2

2 , B
1
2 = −B2

1 , B
a
0 + 2B1

1B
a = 0, B1

1F = 0, (1.22)

розв’язки якої залежать вiд значення функцiї F .

При F ̸= 0 рiвняння (1.22) задають систему B1
1 = B2

2 = 0,

Ba
0 = 0, B1

2 = −B2
1 . Легко перевiрити, що загальним розв’язком

цiєї системи є такi функцiї Ba, якi породжують лiнiйну комбiнацiю

лiївських операторiв, а саме зсувiв та поворотiв по просторових ко-

ординатах.

При F = 0 систему рiвнянь (1.22) перепишемо наступним чином:

B1
1 = B2

2 , B
1
2 = −B2

1 , (1.23)

Ba
0 + 2B1

1B
a = 0. (1.24)

Загальний розв’язок системи рiвнянь (1.24) має вигляд:

κ(2x0B1−x1) = φ1(x2, B
1), κ(2x0B2−x2) = φ2(x1, B

2), (1.25)

де φ1, φ2 — довiльнi гладкi функцiї, κ — довiльна стала. Пiдставивши

(1.25) в рiвняння (1.23), одержимо

φa = −d0Ba + Cabxb + da, (1.26)
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де d0, da, Cab = −Cba — довiльнi сталi, a, b = 1, 2, a ̸= b. З (1.25) та

(1.26) одержуємо загальний розв’язок системи (1.23)–(1.24) у виглядi

Ba =
κxa + Cabxb + da

2κx0 + d0
. (1.27)

Пiсля пiдстановки знайдених функцiйBa в (1.12) отримаємоQ-умовний

оператор, який є еквiвалентний лiнiйнiй комбiнацiї лiївських опера-

торiв Q = d0∂0 + da∂a + C12J12 + κD, наведених у таблицi 2.1.

II. Нехай Ba = 0, α = α(x0). З системи (1.17) одержимо

(αu+ b)Ḟ − αF = (αu+ b)2Ḣ + (α̇u+ b0)H +△b, (1.28)

де b = b(x0, x1, x2), F = F (u), H = H(u) — довiльнi гладкi функцiї,

що пiдлягають визначенню. Друге рiвняння системи (1.19) набуде

вигляду

(m1u+m2)Ḟ −m1F − (m4u+m5)H −m7 =

= φ(x)[(m1u+m2)
2Ḣ + (k4u+ k5)H + k7].

(1.29)

Аналогiчно як i для системи (1.19) можливi такi випадки:

II.1. (α, b) = (λ1, λ2) = const. Тодi рiвняння (1.29) має вигляд ди-

ференцiального лiнiйного рiвняння першого порядку вiдносно функ-

цiї F

(λ1u+ λ2)Ḟ − λ1F = (λ1u+ λ1)
2Ḣ,

яке iнтегрується при довiльнiй функцiї H: F = (λ1u + λ2)(H + λ0),

де λ0 — стала iнтегрування. Оператор (1.12) має вигляд

Q = ∂0 + (λ1u+ λ2)∂u,

що вiдповiдає пункту 1 таблицi 2.2.

II.2. (α, b) ̸= const. Тодi з рiвняння (1.29) випливають умови

(m1u+m2)Ḟ −m1F − (m4u+m5)H −m7 = 0,

(m1u+m2)
2Ḣ + (k4u+ k5)H + k7 = 0.

(1.30)
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Розв’язки системи рiвнянь (1.30) з точнiстю до локальних перетво-

рень (1.6), (1.10) задають такi суттєво рiзнi випадки:

H = 1, F = λu lnu, λ ̸= 0;

H = eu + λ1, F = λ2e
u + λ3u+ λ4;

H = u, F = λ2u
2 + λ1u+ λ0, λ2 ̸= 0;

H = um, m ̸= 0, 1, F = λu.

Для кожного з випадкiв, пiдставивши вiдповiднi функцiї H та F в

рiвняння (1.28), отримаємо системи рiвнянь вiдносно функцiй α та b.

Для першого випадку функцiї α та b повиннi задовольняти рiв-

няння b = 0, α̇ = λα, розв’язком яких є функцiї b = 0, α = λ1e
λx0,

що задають оператор Q = ∂0 + λ1e
λx0u∂u, який є лiївським (див.

пункт 8 в таблицi 2.1).

У другому випадку пiсля пiдстановки вiдповiдних функцiй H та

F в (1.28), отримаємо рiвняння

α = 0, b0 + (b− λ2)b = 0, λ1b0 +△b = λ3b,

розв’язок яких залежить вiд значення сталої λ2. Тому отримуємо:

1. При λ2 = 0, α = 0, b = 1
x0+d0

, λ1 = λ3 = 0,

H = eu, F = λ4, Q = (x0 + d0)∂0 + ∂u;

2. При λ2 ̸= 0, α = 0, b = λ2
1+λ5e−λ2x0

, λ1 = λ3 = 0,

H = eu, F = λ2e
u + λ4, Q = (1 + λ5e

−λ2x0)∂0 + λ2∂u.

Знайденi оператори з точнiстю до локальних перетворень (1.10), (1.6)

є лiївськi (пункт 4 в таблицi 2.1).

Коли H = u, F = λ2u
2 + λ1u + λ0, з системи (1.28) отримуємо

рiвняння α̇+ (α− λ2)α = 0, b0 +2(α− λ2)b = 0, △b+ b2 = λ1b− λ0α

пiсля розв’язання яких маємо:

1. α =
1

x0 + d0
, b = 0, λ2 = λ0 = 0: Q = (x0+d0)∂0+u∂u. Отри-

маний оператор є еквiвалентним лiївському з таблицi 2.1 (пункт 6);
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2. α = λ2, b = −b(x⃗): Q = ∂0 + [λ2u− b(x⃗)]∂u, де b — розв’язок

рiвняння △b = b2 + λ1b + λ0λ2. Oтриманий оператор є Q-умовним,

який наведено в таблицi 2.2 пункт 2.

Залишилося розглянути пару функцiй H = um, F = λu, де

m ̸= 0, 1. З (1.28) отримуємо рiвняння b = 0, α̇+mα2 = 0. Розв’язок

яких з врахуванням формул (1.12) породжує оператор еквiвалент-

ний лiївському Q = (mx0 + d0)∂0 + u∂u, що наведений в таблицi 2.1

пункт 6.

III. Нехай (α, b) = (m1,m2) = const. Cистема рiвнянь (1.17) у

даному випадку зводиться до системи

B1
1 = B2

2 , B
1
2 = −B2

1 ,

(m1u+m2)B
aḢ + (Ba

0 + 2B1
1B

a)H = 0,
(1.31)

(m1u+m2)[Ḟ − (m1u+m2)Ḣ]−m1F = 2B1
1 [(m1u+m2)H − F ].

Останнє рiвняння системи (1.31) пiсля замiни

G(u) = F − (m1u+m2)H

набуде вигляду (m1u+m2)Ġ = (m1−2B1
1)G. Якщо роздiлити змiннi

та проiнтегрувати це рiвняння, то отримаємо такi суттєво рiзнi пiд-

випадки:

III.1. G ̸= 0. Тодi 2B1
1 = −λ, (m1u + m2)Ġ = (m1 + λ)G, де

λ — довiльна стала. У залежностi вiд спiввiдношень мiж m1 i m2

з врахуванням введеної замiни, перетворень еквiвалентностi (1.6) та

додаткових перетворень (1.10), отримуємо загальнi розв’язки остан-

нього рiвняння системи (1.31):

F = λemu, H = eu, (m ̸= 1) та F = λuk, H = uk, (k ̸= 0),

пiдставивши якi в систему (1.31) одержуємо рiвняння

B1
1 = B2

2 = −λ
2
, B1

2 = −B2
1 , B

a
0 + (λ2 − λ)Ba = 0.
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III.2. G = 0. Тодi F = (m1u + m2)H, а система рiвнянь (1.31)

має вигляд

B1
1 = B2

2 , B1
2 = −B2

1 , (m1u+m2)B
aḢ + (Ba

0 +2B1
1B

a)H = 0.

У залежностi вiд вигляду функцiї H, розв’язки цих рiвнянь наступнi:

H = eu m1 = 0,m2 ̸= 0,

B1
1 = B2

2 , B
1
2 = −B2

1 , B
a
0 + (2B1

1 +m2)B
a = 0;

H = um, m1 ̸= 0,m2 = 0,

B1
1 = B2

2 , B
1
2 = −B2

1 , B
a
0 + (2B1

1 +mm1)B
a = 0.

Слiд зазначити, що при H = 1 одержимо F = m1u +m2, що приво-

дить до лiнiйного рiвняння (1.2), тому його ми не розглядаємо.

Розв’язавши отриманi рiвняння для випадкiв III.1 та III.2 та ви-

користавши вiдповiдний вигляд функцiй H та F , отримаємо загальнi

розв’язки системи рiвнянь (1.31), якi породжують тiльки оператори

еквiвалентнi лiївським з таблицi 2.1.

IV. Нехай H = λ = const. Тодi система (1.17) набуде вигляду

B1
1 = B2

2 , B
1
2 = −B2

1 , B
a
0 + 2B1

1B
a = 2aa, (1.32)

(αu+ b)Ḟ + (2B1
1 − α)F = (α0 + 2B1

1α+△α)u+ b0 + 2B1
1b+△b.

Проаналiзувавши структуру рiвнянь (1.32), приходимо до висновку,

що з точнiстю до перетворень (1.6) можливi такi суттєво рiзнi випад-

ки:

F = λ1e
u + λ2, λ1 ̸= 0;

F = λu lnu, λ ̸= 0;

F = λ1u
m + λ2u, λ1 ̸= 0,m ̸= 0, 1.

Для кожного з випадкiв знайдемо загальний розв’язок рiвнянь (1.32).

Пiдставивши вiдповiдний вигляд функцiї F в систему (1.32), отрима-

ємо диференцiальнi рiвняння для визначення функцiй α, b, Ba.
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При F = λ1e
u+λ2, λ1 ̸= 0 система (1.32) є еквiвалентною (1.23),

(1.24) та рiвнянням

α = 0, b ̸= 0, b = −2B1
1 , b0 +△b = (b− λ2)b.

Використовуючи вже доведене, що загальний розв’язок системи

(1.23), (1.24) задається формулою (1.27), остаточно отримуємо такi

розв’язки системи рiвнянь (1.32) :

λ2 = 0, b =
1

β(x⃗)− x0
,Ba =

κxa + Cabxb + da
2κx0 + d0

, α = 0, b = − 2κ
2κx0 + d0

.

Пiсля пiдстановки яких в формулу (1.12) отримуємо оператор,

який є еквiвалентним лiївському (див. пункт 7 в таблицi 2.1):

Q = (2κx0 + d0)∂0 + (κxa + Cabxb + da)∂a − 2κ∂u.

Якщо F = λu lnu, то знайдемо загальний розв’язок системи

Ba
0 = 2αa, b = B1

1 = B2
2 = 0, B1

2 = −B2
1 , α0+△α = λα. (1.33)

З двох перших рiвнянь системи (1.33) отримуємо, що △α = 0, а це дає

змогу проiнтегрувати по x0 останнє рiвняння i отриманий результат

пiдставити знову в перше рiвняння. Пiсля використання рiвнянь, що

залишилися остаточно отримуємо функцiї Ba = 2ka
λ e

λx0 +Cabxb+ da,

α = (kaxa + λ1)e
λx0, b = 0, якi задають тiльки лiївськi оператори

(див. пункт 8 в таблицi 2.1).

Розглянемо випадок, коли F = λ1u
m + λ2u, λ1 ̸= 0, m ̸= 0, 1,

який розбивається на пiдвипадки m = 2 та m ̸= 2. Але в обох ви-

падках в результатi розв’язання системи (1.32) отримуються функцiї,

якi породжують або лiївськi оператори, або оператори еквiвалентнi

лiївським. Покажемо це для випадку, коли m = 2. Випадок m ̸= 2

доводиться аналогiчно.

При F = λ1u
2 + λ2u система (1.32) набуває вигляду

−1

2
α = B1

1 = B2
2 , B1

2 = −B2
1 , (1.34)
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Ba
0 + 2B1

1B
a = 2αa, (1.35)

α0 + 2B1
1(α− λ2) = 2λ1b, (1.36)

b0 +△b+ (2B1
1 − λ2)b = 0. (1.37)

З рiвняння (1.34) випливає, що △Ba = 0, △α = 0. Якщо подiяти опе-

ратором Лапласа на рiвняння (1.35), то отримаємо, що △(B1
1B

a) = 0,

або B1
1bB

a
b = 0. Одержали два рiвняння:

B1
1B

1
11 +B1

2B
1
12 = 0, B2

1B
1
11 +B2

2B
1
12 = 0. (1.38)

З системи (1.38) випливає, що B1
11 = B1

12 = 0, тодi B1
1 = µ(x0). Таким

чином α = −2µ(x0), при цiй умовi рiвняння (1.34) та (1.35) мають

вигляд (1.23), (1.24), розв’язок яких задається формулами (1.27). Пiд-

ставивши (1.27) в рiвняння (1.34) та (1.36), одержимо:

α =
−2κ

2κx0 + d0
, b = − λ2κ

λ1(2κx0 + d0)
. (1.39)

Пiдставивши (1.39) в рiвняння (1.37), отримаємо, що λ2 = 0.

Отже, шуканий оператор є еквiвалентним оператору

Q = (2κx0 + d0)∂0 + (κxa + Cabxb + da)∂a − 2κu∂u,

який є лiнiйною комбiнацiєю лiївських операторiв, що наведенi в

пунктi 9 таблицi 2.1.

V. Нехай H ̸= const, (α, b) ̸= const. Тодi система (1.19) набуде

вигляду

(s1u+ s2)Ḣ = s3H + s4,

(m1u+m2)Ḟ = m3F + (m4u+m5)H +m6u+m7,

k3F = (m1u+m2)
2Ḣ + (k4u+ k5)H + k6u+ k7.

(1.40)

Розв’язання (1.40) почнемо з iнтегрування першого рiвняння цiєї сис-

теми. Можливi два нееквiвалентнi випадки s1 = 0, s2 ̸= 0 та

s1 ̸= 0, s2 = 0.
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V.1. Нехай s1 = 0, s2 ̸= 0. Так як Ba ̸= 0, то з першої рiвностi

(1.18) отримуємо α = 0. Тодi з iнших рiвностей (1.18) маємо m1 =

m4 = k4 = m6 = k6 = m6 = s4 = 0, m2 ̸= 0, s2 ̸= 0. Розв’язком

першого рiвняння системи (1.40) є функцiя H = eu, а останнi два

рiвняння системи запишуться так

m2Ḟ = m3F +m5e
u +m7, k3F = m2

2e
u + k5e

u + k7.

Розв’язки цих рiвнянь залежать вiд значення числового параметра k3.

З точнiстю до локальних перетворень (1.10), (1.6) одержуємо наступ-

нi нееквiвалентнi вигляди функцiї F :

F = λ;

F = λ1e
u + λ2u, λ2 ̸= 0;

F = λ1ue
u + λ3, λ1 ̸= 0;

F = λ1e
u + λ2e

mu + λ3, m ̸= 0, 1, λ2 ̸= 0.

V.2. Нехай s1 ̸= 0, s2 = 0. Оскiльки Ba ̸= 0, то з другої рiвностi

(1.18) отримуємо b = 0. Тодi з iнших рiвностей (1.18) маємо

m2 = m5 = k5 = m7 = k7 = 0,

а система (1.40) запишеться у виглядi

s1uḢ = s3H + s4,

m1uḞ = m3F +m4uH +m6u,

k3F = m2
1u

2Ḣ + k4uH + k6u.

У залежностi вiд спiввiдношень мiж коефiцiєнтами s1, s3, s4 та k3,

розв’язки цiєї системи, з точнiстю до локальних перетворень (1.6),

(1.10) задають нееквiвалентнi пари функцiй H та F , пiдставивши якi

в рiвняння (1.16)–(1.17), отримуємо системи диференцiальних рiв-

нянь на функцiї Ba, α, b, що мiстять рiвняння (1.23) та рiвняння

наведенi в таблицi 2.3.
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Tаблиця 2.3

№ H(u) F (u) Визначальна система

1 lnu uP2(lnu) Ba0 + 2B1
1B

a = 0, b = 0, αBa = 2αa,

P2(z) = λ1z
2 + λ2z + λ3 λ1B

1
1 = 0, α0 + 2αB1

1 = 2λ2B
1
1 + 2αλ1,

△α+ α2 = λ2α+ 2λ3B
1
1

2 lnu λ1u lnu+ λ2u
m + λ3u Ba0 + 2B1

1B
a = 0, b = 0, αBa = 2αa,

λ2[2B
1
1 + (m− 1)α] = 0, α0 + 2αB1

1 = 2λ1B
1
1 ,

△α+ α2 = λ1α+ 2λ3B
1
1

3 lnu λ1u lnu+ λ2u+ λ3 Ba0 + 2B1
1B

a = 0, b = 0, αBa = 2αa,

λ3[2B
1
1 − α] = 0, α0 + 2αB1

1 = 2λ1B
1
1 ,

△α+ α2 = λ1α+ 2λ2B
1
1

4 eu λ Ba0 + (2B1
1 + b)Ba = 0, b0 + (2B1

1 + b)b = 0,

α = 0, △b = 2λB1
1

5 eu λ1e
u + λ2u Ba0 + bBa = 0, b0 + b(b− λ1) = 0,

λ2 ̸= 0 α = 0, B1
1 = 0, △b = λ2b

6 eu λ1ue
u + λ2, Ba0 + (2B1

1 + b)Ba = 0, 2B1
1 + b = 0,

λ1 ̸= 0 α = 0, b0 = λ1b, △b = 2λ2B
1
1

7 eu λ1e
u + λ2e

mu + λ3, Ba0 + (2B1
1 + b)Ba = 0, b0 + (2B1

1 + b)(b− λ1) = 0,

λ2 ̸= 0, m ̸= 0, 1 α = 0, 2B1
1 +mb = 0, △b = 2λ3B

1
1

8 u λ1u
2 + λ2u+ λ3, Ba0 + (2B1

1 + α)Ba = 0, bBa = 2αa,

b0 + (2B1
1 + α)b = 2λ1b+ 2λ2B

1
1 − αb−△α,

α0 + (2B1
1 + α)(α− λ1) = 0,

△b+ b2 = λ2b+ λ3(2B
1
1 − α)

9 u λ1u
3 + λ2u

2 + λ3u+ λ4, Ba0 + (2B1
1 + α)Ba = 0, bBa = 2αa,

λ1 ̸= 0 b0 = 2λ2b+ 2λ3B
1
1 −△α, α+B1

1 = 0,

α0 + (2B1
1 + α)(α− λ1) = 3λ1b,

△b+ b2 = λ3b+ λ4(2B
1
1 − α)

10 u+ λ λ1u
2 + λ2u

m + λ3u, Ba0 + (2B1
1 + α)Ba = 0, b = 0, −λαBa = 2αa,

λ2 ̸= 0, m ̸= 0, 1, 2, 3 (m− 1)α+ 2B1
1 = 0, α0 + (2B1

1 + α)(α− λ1) = 0,

△α− λα2 = 2λ3B
1
1 − λ1λ(2B

1
1 + α)

11 u+ λ λ1 lnu+ λ2u+ λ3, Ba0 + (2B1
1 + α)Ba = 0, b = 0, −λαBa = 2αa,

λ1 ̸= 0 (λ1 − λ3)α+ 2λ3B
1
1 = 0, α0 + (2B1

1 + α)α = 0,

△α− λα2 = 2λ2B
1
1
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Продовження таблицi 2.3.

№ H(u) F (u) Визначальна система

12 u+ λ λ1u
2 lnu+ λ2u

2 + λ3u, Ba0 + (2B1
1 + α)Ba = 0, b = 0, −λαBa = 2αa,

λ1 ̸= 0 α+ 2B1
1 = 0, α0 + (2B1

1 + α)(α− λ2) = λ1α,

△α− λα2 = 2λ3B
1
1 − λ(λ1 + λ2)α

13 u+ λ λ1u lnu+ λ2u
2 + λ3u, Ba0 + αBa = 0, b = 0, −λαBa = 2αa,

λ1 ̸= 0 B1
1 = 0, α0 + α(α− λ2) = 0,

△α− λα2 = (λ1 − λλ2)α

14 um + λ λ1u+ λ2, Ba0 + (2B1
1 +mα)Ba = 0, b = 0, −λmαBa = 2αa,

m ̸= 0, 1 λ2(α− 2B1
1) = 0, α0 + (2B1

1 +mα)α = 0,

△α− λmα2 = 2λ1B
1
1

15 um + λ λ1u
m+1 lnu+ λ2u, Ba0 + (2B1

1 +mα)Ba = 0, b = 0, −λmαBa = 2αa,

λ1 ̸= 0 mα+ 2B1
1 = 0, α0 + (2B1

1 +mα)α = λ1α,

△α− λmα2 = 2λ2B
1
1 − λλ1α

16 um + λ λ1u lnu+ λ2u
m+1, Ba0 +mαBa = 0, b = 0, −λmαBa = 2αa,

λ1 ̸= 0 B1
1 = 0, α0 +mα(α− λ2) = 0,

△α− λmα2 = (λ1 −mλλ2)α

17 um + λ λ1u
m+1 + λ2u

m1 + λ3u, Ba0 + (2B1
1 +mα)Ba = 0, b = 0, −λmαBa = 2αa,

λ1 ̸= 0, m ̸= 0, 1, λ2[(m1 − 1)α+ 2B1
1 ] = 0, α0 + (2B1

1 +mα)(α− λ1) = 0,

m1 ̸= m+ 1, m1 ̸= 1 △α− λmα2 = 2λ3B
1
1 − λλ1(2B

1
1 +mα)

Визначальнi системи для випадкiв 1–3 (див. таблицю 2.3) мiстять

рiвняння (1.23), (1.24), розв’язком яких є функцiї (1.27).

Розв’яжемо систему для випадку 1 в таблицi 2.3, системи для

випадкiв 2 та 3 розв’язуються аналогiчно.

З визначальної системи випливає, що iснує два нееквiвалентнi

випадки B1
1 = 0 та B1

1 ̸= 0. Розглянемо кожен з цих випадкiв окремо.

Якщо B1
1 = 0, то враховуючи (1.27), одержимо систему:

Ba =
Cabxb + da

d0
, b = 0, αBa = 2αa, α0 = 2αλ1, △α+ α2 = λ2α.

Якщо розв’язати всi, крiм останнього, рiвняння цiєї системи, то

отримаємо: α = C1 exp(2λ1x0 +
d⃗x⃗

2d0
), де C1 — довiльна стала. Пiд-

ставивши α в останнє рiвняння, маємо, що C1 = 0. Тому α = 0, що
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неможливо оскiльки α ̸= const.

При B1
1 ̸= 0 маємо, що λ1 = 0. Тодi, враховуючи (1.27), визна-

чальну систему запишемо у виглядi:

Ba =
κxa + Cabxb + da

2κx0 + d0
, b = 0, αBa = 2αa,

α0 + 2B1
1(α− λ2) = 0, △α + α2 = λ2α + 2λ3B

1
1 .

(1.41)

З системи (1.41) випливає, що α =
1
2κλ2x⃗

2 + λ2d⃗x⃗+ C1

2κx0 + d0
+λ2 , де C1 —

довiльна стала. Пiдставивши α в останнє рiвняння (1.41), отримаємо,

що κ = 0, а це означає, що B1
1 = 0, що протирiчить початковому при-

пущенню. Тому, для випадку 1 визначальна система є несумiсною.

Визначальнi системи кожного з випадкiв 4–17 мiстять рiвняння

B1
0

B1
=
B2

0

B2
. (1.42)

Розв’язування яких суттєво спрощує наступна лема.

Лема 1. Розв’язком рiвнянь (1.23) та (1.42) є функцiї

Ba = ψ(x0)φ
a(x⃗).

Доведення. Розв’яжемо рiвняння (1.42), використовуючи рiвняння

(1.23). З рiвнянь (1.42) випливає, що

B2 = α(x⃗)B1. (1.43)

Продиференцiювавши (1.43) по x1 та x2, i використавши рiвняння

(1.23), отримаємо

B1
1

B1
= V (x⃗),

B1
2

B1
= W (x⃗), (1.44)

де V (x⃗), W (x⃗) — довiльнi гладкi функцiї, якi не залежать вiд змiнної

x0. З умови сумiсностi системи (1.44), одержимо

V2 = W1,

∫
V2dx1 = W − γ(x2), (1.45)
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де γ(x2) — довiльна гладка функцiя. Проiнтегрувавши перше рiвнян-

ня системи (1.44) по x1, отримаємо

lnB1 =

∫
V dx1 + lnφ(x0, x2), (1.46)

де φ(x0, x2) — довiльна гладка функцiя. Продиференцiювавши рiв-

няння (1.46) по x2 i використавши друге рiвняння системи (1.44) та

(1.45), одержимо∫
V2dx1 +

φ2

φ
= W, ⇒ φ2

φ
= γ(x2). (1.47)

Проiнтегрувавши друге рiвняння системи (1.47) по x2, отримаємо

φ = ψ(x0)e
∫
γdx2, ⇒ B1 = ψ(x0)e

∫
V (x1,x2)dx1+

∫
γ(x2)dx2. (1.48)

З формул (1.48) та (1.43) випливає, що

Ba = ψ(x0)φ
a(x⃗), (1.49)

де ψ(x0), φa(x1) — довiльнi гладкi функцiї. Лему 1 доведено.

Застосуємо лему 1 на прикладi визначальної системи отриманої

для випадку 4, тобто при H = eu i F = λ. Перепишемо визначальну

систему для випадку 4 у виглядi

B1
1 = B2

2 , B1
2 = −B2

1 ,
B1

0

B1
=
B2

0

B2
=
b0
b
= −(2B1

1 + b),

α = 0,△b = 2λB1
1 .

Згiдно (1.49) з неї випливає, що

Ba = ψ(x0)φ
a(x⃗), b = ψ(x0)β(x⃗), φ

1
1 = φ2

2, φ
1
2 = −φ2

1,

△φa = 0, b = −2ψφ1
1 −

ψ0

ψ
, △β = 0, λφ1

1 = 0.
(1.50)

Тому розглянемо два випадки:

I. Якщо λ ̸= 0, φ1
1 = 0, тодi з рiвнянь (1.50) одержуємо

φa = Cabxb + da, ψ =
2κ

2κx0 + d0
, β = 2κ. (1.51)
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де d0, da, Cab = −Cba — довiльнi сталi. Пiдставивши (1.51) в (1.12),

отримаємо оператор, який є еквiвалентний лiївському (див. пункт 3

в таблицi 2.1) Q = d0∂0 + da∂a + C12J12 + κD1.

II. Нехай λ = 0, φ1
1 ̸= 0. З системи (1.50) випливає рiвняння

−ψ0
ψ

= β + 2φ1
1.

Оскiльки права та лiва частини рiвняння залежать вiд рiзних

змiнних, то пiсля iнтегрування, отримуємо

ψ = (2κx0 + d0)
−1, β = 2(κ − φ1

1).

Використавши φ, β та (1.50), одержимо

Ba =
φa(x⃗)

2κx0 + d0
, b =

2(κ − φ1
1)

2κx0 + d0
, φ1

1 = φ2
2, φ

1
2 = −φ2

1, α = 0. (1.52)

Пiдставивши (1.52) в (1.12), знаходимо оператор, який є еквiвалент-

ним лiївському, наведеному в таблицi 2.1 за номером 3.

Отже, всi розв’язки визначальної системи, яка вiдповiдає випад-

ку 4 (див. таблицю 2.3) задають тiльки лiївськi оператори. Визна-

чальнi системи для випадкiв 5–17 з таблицi 2.3 розв’язуються ана-

логiчно. Їх розв’язки породжують тiльки лiївськi та їм еквiвалентнi

оператори.

Теорему 1.4 для операторiв, що мають вигляд (1.12) доведено.

1.4. Доведення для другого класу операторiв

Щоб описати всi оператори вигляду (1.13) Q-умовної iнварiант-

ностi рiвняння (1.2), потрiбно знайти загальнi розв’язки системи (1.15).

Враховуючи, що C = a(x)u + b(x), перепишемо cистему (1.15) у ви-

глядi

HB0+△B = −2a1B+2a2+

(
4B

BB1 −B2

B2 + 1
− 2B1

)
a+

2BBaBa

B2 + 1
,
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(au+ b)Ḣ = 2
BB1 −B2

B2 + 1
H,

(au+ b)Ḟ −
(
a+ 2

BB1 −B2

B2 + 1

)
F = (a0u+ b0)H+

+

(
△a+ 2

BB1 −B2

B2 + 1
(Ba2 − a1 − a2) + 2aa1 − 2a2B1

)
u+

+△b+ 2
BB1 −B2

B2 + 1
(Bb2 − b1 − ab) + 2ba1 − 2b2B1.

(1.53)

Проаналiзувавши структуру рiвнянь (1.53) по змiннiй u, з точнiстю

до локальних перетворень (1.6), (1.10) одержимо нееквiвалентнi пари

функцiй H i F та вiдповiднi визначальнi системи для функцiй B, a,

b, якi наведено в таблицi 2.4.

Tаблиця 2.4

№ H(u) F (u) Визначальна система

1 ∀ ∀ a = b = 0, B0 = 0, BB1 −B2 = 0, △B = 2BB2
1

2 1 ∀ a = b = 0, BB1 −B2 = 0, B0 +△B = 2BB2
1

3 1 λu lnu, λ ̸= 0 b = 0, BB1 −B2 = 0,

B0 +△B = −2a1B + 2a2 − 2aB1 + 2BB2
1 ,

a0 +△a = −2aa1 + 2a2B1 + λa

4 eu λ a = 0, B0 = b0 = 0, b = 2(BB1−B2)
B2+1 ,

△B = 2BBaBa

B2+1 , △b = bb1 +
2(BB2+B1)

B2+1 b2 − λb

5 uk λu, k ̸= 0 b = 0, B0 = a0 = 0, a = 2(BB1−B2)
k(B2+1) ,

△B = 2BBaBa

B2+1 + 2a(kaB −B1)− 2Ba1 + 2a2,

△a = (k − 2)aa1 + (2B1 − kaB)a2 + ka3 − kλa

Спочатку розв’яжемо визначальну систему для першого ви-

падку з таблицi 2.4. З умов сумiсностi останнiх двох рiвнянь одер-

жуємо, що B11 = 0. Не важко переконатися, що тодi B =
x1 + d2
−x2 + d1

.

Остаточно отримуємо оператор, який є еквiвалентний лiївському

Q = (−x2 + d1)∂1 + (x1 + d2)∂2 (див. таблицю 2.1, пункт 1).
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Використовуючи умови сумiсностi останнiх двох рiвнянь визна-

чальної системи в другому випадку отримаємо, що B0 = 0. А це

означає, що визначальнi системи для першого та другого випадкiв

спiвпадають, що повнiстю зводить другий випадок до першого.

З визначальної системи для третього випадку в таблицi 2.4

випливає, що можливi два нееквiвалентнi випадки: B1 ̸= 0; B1 = 0.

Розглянемо спочатку випадок B1 ̸= 0. Щоб розв’язати систему

BB1 −B2 = 0, (1.54)

B0 +△B = −2a1B + 2a2 − 2aB1 + 2BB2
1 , (1.55)

a0 +△a = −2aa1 + 2a2B1 + λa (1.56)

застосуємо перетворення годографа:

x0 → t, x1 → v, x2 → y, B → x, a→ w,

де v = v(t, x, y), w = w(t, x, y) — новi невiдомi функцiї, t, x, y — новi

незалежнi змiннi.

Перерахувавши похiднi, одержимо

B0 = − vt
vx
, B1 =

1

vx
, B2 = −vy

vx
, B11 = −vxx

v3x
,

B22 = −
v2yvxx − 2vxvyvxy + v2xvyy

v3x
, a0 = wt −

vt
vx
wx, a1 =

wx
vx
,

a2 = wy −
vy
vx
wx, a11 =

vxwxx − wxvxx
v3x

,

a22 = wyy −
wx
vx
vyy − 2

vy
vx

(
wxy −

wx
vx
vxy

)
+
v2y
v2x

(
wxx −

wx
vx
vxx

)
.

(1.57)

Пiдставивши (1.57) в (1.54), пiсля iнтегрування, отримаємо

v = −xy + φ, (1.58)
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де φ = φ(t, x) — довiльна гладка функцiя. Пiдставивши (1.57), (1.58)

в (1.55), одержимо

wy = − w

y − φx
+

φt
2(y − φx)

+
x2 + 1

2(y − φx)3
φxx.

Проiнтегрувавши це рiвняння по змiннiй y, враховуючи, що функцiя

φ не залежить вiд y, маємо

w =
1

2

(
φt −

ψ

y − φx
− x2 + 1

(y − φx)2
φxx

)
, (1.59)

де ψ = ψ(t, x) — довiльна гладка функцiя.

Пiдставивши (1.57), (1.58), (1.59) в рiвняння (1.56) та розщепив-

ши його по рiзних степенях змiнної y, одержуємо наступну систему

для визначення функцiй φ, ψ:

φxx = 0, ψφtx = 0, (x2 + 1)φxx + (2x+ ψ)ψx − 4ψ = 0,

ψt = λφ, φtt = λφt.
(1.60)

Розв’язання системи (1.60) розбивається на два пiдвипадки: ψ = 0,

φtx = 0. При ψ = 0 розв’язком системи (1.60) є функцiя

φ = (C1 + C2e
λt)x+ C3 + C4.

У другому випадку, коли φtx = 0, загальний розв’язок системи (1.60)

має вигляд φ = C1x + C3 + C4e
λt, ψ = C5e

λt, де C1, . . . , C5 —

довiльнi сталi.

Пiдставляючи одержанi результати в формули (1.58), (1.59) та

враховуючи перетворення годографа, знаходимо функцiї B та a:

1)B = −x1 − C3 − C4e
λx0

x2 − C1 − C2eλx0
, a =

λ

2
eλx0

−C2x1 + C4x2 + C2C3 − C1C4

x2 − C1 − C2eλx0
;

2)B = −x1 − C3 − C4e
λx0

x2 − C1
, a =

λ

2
eλx0

C4x2 − C1C4 − C5

x2 − C1
.

Обидва випадки приводять до лiнiйної комбiнацiї лiївських операто-

рiв рiвняння

u0 +△u = λu lnu, λ ̸= 0. (1.61)
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У випадку B1 = 0, як випливає з рiвняння (1.54), B = β(x0), а

рiвняння (1.55), (1.56) мають вигляд:

β̇ = −2a1β + 2a2, a0 +△a = −2aa1 + λa. (1.62)

Розв’язком першого рiвняння системи (1.62) є функцiя

a = φ(x0, ω) +
1

2
β̇x2, ω = x1 + βx2, (1.63)

де φ — довiльна гладка функцiя. Пiдставивши функцiю (1.63) в друге

рiвняння системи (1.62), пiсля розщеплення по змiннiй x2, отримаємо:

4β̇φω = λβ̇ − β̈,

φ0 + (1 + β2)φωω = −2φφω + λφ.
(1.64)

Розв’язок першого рiвняння системи (1.64) залежить вiд значення

функцiї β.

Коли β̇ = 0, то B = β = λ1, λ1 — довiльна стала. Форму-

ла (1.63) при цьому має вигляд a = φ(x0, ω), ω = x1 + λ1x2 , де

φ — довiльний розв’язок другого рiвняння системи (1.64). Оскiльки

задане рiвняння iнварiантне вiдносно поворотiв, то не втрачаючи за-

гальностi можна вважати λ1 = 0. Отже, рiвняння (1.61) є Q-умовно

iнварiантним вiдносно оператора Q = ∂1 + φ(x0, ω)u∂u, де φ — до-

вiльний розв’язок другого рiвняння системи (1.64), який наведено в

пунктi 3 таблицi 2.2.

При β ̸= const, розв’язком рiвняння (1.64) є функцiя

φ =
λβ̇ − β̈

4β̇
ω + γ(x0), (1.65)

де γ — довiльна гладка функцiя. Пiсля пiдстановки (1.65) в друге рiв-

няння системи (1.64), отримаємо рiвняння: λβ̇−β̈ = 0, λγ−γ̇ = 0,

розв’язавши якi, з урахуванням формул (1.63), (1.65) одержимо:

β = C1e
λx0 + C2, γ = C3e

λx0, a = 1
2C1λe

λx0x2 + C3e
λx0, де C1, C2,
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C3 — довiльнi сталi. Тому рiвняння (1.61) є iнварiантним вiдносно

оператора

Q = ∂1 + (C1e
λx0 + C2)∂2 +

[
1

2
C1λe

λx0x2 + C3λe
λx0

]
u∂u,

який є лiнiйною комбiнацiєю лiївських операторiв (пункт 8 табл. 1).

Якщо в останнє рiвняння визначальної системи з випадку 4

таблицi 2.4 пiдставити вираз b = 2BB1−B2

B2+1 (четверте рiвняння цiєї

системи), то одержимо умову λ = 0. Тому рiвняння euu0 +△u = 0

є Q-умовно iнварiантним вiдносно оператора

Q = ∂1 +B(x⃗)∂2 + 2
BB1 −B2

B2 + 1
∂u, (1.66)

де B — довiльна функцiя така, що △B = 2BBaBa
B2+1 .

Лема 2. Оператор (1.66) є еквiвалентним оператору лiївської си-

метрiї рiвняння euu0 +△u = 0.

Доведення. Достатньо довести iснування такої функцiї µ(x⃗) ̸= 0,

пiсля домноження на яку оператор Q спiвпадає з лiївським операто-

ром з таблицi 2.1 (випадок 7). Пiсля замiни

B = tg w(x⃗)

оператор Q набуде вигляду

Q = ∂1 + tg w ∂2 + 2(w1 tg w − w2)∂u,

де w — довiльний розв’язок рiвняння △w = 0. Розглянемо оператор

Q′ = µ∂1 + µ tg w ∂2 + 2µ(w1 tg w − w2)∂u,

для якого ξ1 = µ, ξ2 = µ tg w, η = 2µ(w1 tg w − w2). Пiдберемо

функцiю µ таким чином, щоб задовольнити систему
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ξ11 = ξ22 , ξ12 = −ξ21 , η = −2ξ11 , тобто

µ1 = µ2 tg w + µ
w2

cos2w
, −µ2 = µ1 tg w + µ

w1

cos2w
,

µ(w1 tg w − w2) = −µ1,
звiдки

µ1
µ

= w2 − w1 tg w,
µ2
µ

= −w1 − w2 tg w.

Ця система вiдносно функцiї µ сумiсна , оскiльки △w = 0.

Лему 2 доведено.

Тому в випадку 3 загальнi розв’язки визначальної системи зада-

ють тiльки оператори, що є еквiвалентнi лiївським.

Для п’ятого випадку, коли H = uk, k ̸= 0, маємо рiвняння

uku0 +△u = λu, (1.67)

яке є Q-умовно iнварiантним вiдносно оператора

Q = ∂1 +B(x⃗)∂2 +
2(BB1 −B2)

k(B2 + 1)
u∂u, (1.68)

де B — довiльна функцiя, що задовольняє визначальну систему

△B =
2BBaBa

B2 + 1
+

4(2BB12 −B2B11 −B22)

k(B2 + 1)
− 8B1(BB1 −B2)

k(B2 + 1)
+

+
16B(BB1 −B2)

2

k(B2 + 1)2
;

B1△B + 2BaB1a +B△B1 −△B2 +
12B2BaBa(BB1 −B2)

(B2 + 1)2
−

−2(BB1 −B2)(B△B +BaBa) + 4BBa(B1Ba +BB1a −B2a)

B2 + 1
=

(1.69)

=
2(B1 +BB2)

B2 + 1
(B1B2 +BB12 −B22) + 2(BB1 −B2)

[
B2

1 +BB11−

−B12 − 2B3B1
(BB1 −B2)

(B2 + 1)2

]
− 4

k
(BB1 −B2)

[
B2

1 +BB11−

−B12 −
2BB1(BB1 −B2)

(B2 + 1)
− (BB1 −B2)

2

(B2 + 1)2

]
− λk(BB1 −B2).
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Розв’язки системи (1.69) задають Q-умовнi оператори iнварiантностi

рiвняння (1.67), що є еквiвалентнi лiївським.

Теорему 1.4 доведено.

1.5. Редукцiї вiдносно Q-умовних операторiв

Використаємо оператори наведенi в таблицi 2.2 для редукцiї вiд-

повiдних рiвнянь вигляду (1.2) до диференцiальних рiвнянь з двома

незалежними змiнними. Кожен з цих випадкiв має свої цiкавi особли-

востi, тому буде розглянутий окремо.

1. Для довiльної гладкої функцiї H = H(u) та довiльних сталих λ0,

λ1, λ2, (λ1, λ2) ̸= (0, 0), рiвняння

Hu0 +△u = (λ1u+ λ2)(H + λ0) (1.70)

є Q-умовно iнварiантним вiдносно оператора Q = ∂0+(λ1u+λ2)∂u. У

залежностi вiд спiввiдношень мiж коефiцiєнтами λ1 та λ2 маємо такi

два нееквiвалентних випадки для побудови анзацiв:

1. λ1 ̸= 0, тому λ1 = 1, λ2 = 0 mod G∼: u = ex0φ(x⃗);

2. λ1 = 0, λ2 ̸= 0, тому λ2 = 1 mod G∼: u = x0 + φ(x⃗).

Тут φ = φ(x⃗) — нова невiдома функцiя. Пiсля пiдстановки анзацiв у

рiвняння (1.70) отримаємо редуковане рiвняння △φ = λ0.

Отже, для цього випадку можемо пiдсумувати:

— це єдиний випадок для рiвнянь вигляду (1.2), коли нетривiа-

льна Q-умовна симетрiя є для класу рiвнянь з функцiональною до-

вiльнiстю в нелiнiйностi;

— вiн узагальнює стацiонарнi (λ1 = λ2 = 0) розв’язки, що є

лiївськими;
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— нелiнiйне рiвняння (1.70) для довiльної функцiї H редукуєть-

ся до лiнiйного рiвняння, яке замiною φ→ φ− λ0x
2
1/2 зводиться до

(1+1)-вимiрного рiвняння Лапласа.

2. Для довiльних сталих λ0, λ1, λ2 рiвняння

uu0 +△u = λ2u
2 + λ1u+ λ0

є Q-умовно iнварiантним вiдносно оператора Q = ∂0+(λ2u− b(x⃗))∂u,

де b = b(x⃗) — довiльний розв’язок рiвняння △b = b2 + λ1b + λ2λ0. У

залежностi вiд значення λ2 отримуємо такi нееквiвалентнi анзаци та

редукованi рiвняння:

1. λ2 ̸= 0, тому λ2 = 1 mod G∼:

u = ex0φ(x⃗) + b(x⃗), △φ = (λ1 + b)φ;

2. λ2 = 0: u = φ(x⃗)− b(x⃗)x0, △φ = (λ1 + b)φ+ λ0.

Тут φ = φ(x⃗) — нова невiдома функцiя. Побудованi анзаци допуска-

ють також iншу iнтерпретацiю. Якщо не задавати a priori функцiю b

як розв’язок рiвняння △b = b2 + λ1b + λ2λ0, то пiсля пiдстановки

у вихiдне рiвняння побудованi вище анзаци приводять до так званої

антиредукцiї. А саме, пiсля розщеплення за змiнною x0 (одне) вихi-

дне рiвняння зводиться до системи двох рiвнянь вiдносно двох нових

невiдомих функцiй b та φ, якi однак залежать вiд меншої кiлькостi

змiнних порiвняно з старою невiдомою u.

3. Для будь-якого розв’язку a = a(x0, x1) рiвняння

a0 + a11 = −2aa1 + λa

оператор Q = ∂1 + a(x0, x1)u∂u є оператором Q-умовної iнварiант-

ностi рiвняння

u0 +△u = λu lnu. (1.71)
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Тут λ — деяка ненульова стала. Рiвняння на функцiю a за допомогою

замiни Коула–Хопфа a = (ln v)1 зводиться до (1+1)-вимiрного ана-

лога рiвняння (1.71) вiдносно функцiї v = v(x0, x1). А саме, можна

вважати, що v задовольняє рiвняння

v0 + v11 = λv ln v. (1.72)

Використовуючи оператор Q, побудуємо анзац

u = v(x0, x1)φ(x0, x2), (1.73)

який редукує (1.71) до рiвняння

φ0 + φ22 = λφ lnφ. (1.74)

Пiдкреслимо, що (1.72) та (1.74) — це (1+1)-вимiрнi нелiнiйнi рiв-

няння теплопровiдностi з тою ж нелiнiйнiстю, що й вихiдне рiвнян-

ня (1.71). Обидвi функцiї v = v(x0, x1) та φ = φ(x0, x2) зберiга-

ють залежнiсть вiд x0, тобто анзац (1.73) визначає неповне роздiле-

ння змiнних — тiльки за просторовими змiнними. Розв’язки (1+1)-

вимiрного рiвняння (1.71) добре вивченi, їх знаходженню присвячено

цiлу низку робiт [9]. Пiдставляючи в анзац (1.73) вже вiдомi розв’яз-

ки (1+1)-вимiрного рiвняння, можна побудувати значну кiлькiсть то-

чних розв’язкiв (1+2)-вимiрного рiвняння (1.71).

Зауваження. Неповне роздiлення змiнних, визначене анзацом (1.73),

може бути очевидно узагальнене на багатовимiрний випадок. А саме,

зображення розв’язку u = u(x0, x1, . . . , xn) рiвняння (1.71), де △ —

n-вимiрний оператор Лапласа, у виглядi u = u1u2 дає неповне роздi-

лення змiнних, причому u1(x0, x1, . . . , xk) i u2(x0, xk+1, . . . , xn) задо-

вольняють вiдповiдно k- i n− k-вимiрнi рiвняння вигляду (1.71).
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1.6. Iнволютивнi множини з двох операторiв Q-умовної

iнварiантностi

З точнiстю до еквiвалентностi множин операторiв Q-умовної си-

метрiї можливi три рiзнi випадки :

1. Якщо координати операторiв Qa пропорцiйнi, то множина (1.5)

еквiвалентна одному оператору (1.4);

2. Якщо △ =

∣∣∣∣∣∣ B
11 B12

B21 B22

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0, то множина (1.5) еквiвалентна мно-

жинi операторiв вигляду

Q⃗ = A⃗∂0 + ∂⃗ + C⃗∂u, (1.75)

де A⃗ = A⃗(x, u), C⃗ = C⃗(x, u) — довiльнi гладкi функцiї;

3. Якщо △ = 0, то множина (1.5) еквiвалентна множинi операторiв

Q1 = ∂0 + C∂u, Q2 = B∂1 + ∂2 +D∂u, (1.76)

де C = C(x, u), B = B(x, u), D = D(x, u) — довiльнi гладкi

функцiї.

Дослiдимо iнварiантнiсть рiвняння (1.2) вiдносно множини операто-

рiв (1.75).

Теорема 1.5. Рiвняння (1.2) є Q-умовно iнварiантним вiдносно мно-

жини операторiв (1.75), якщо

Ab
u(A⃗

2)u = A⃗2Ab
uu,

C1C2
u + C2

1 + A1C2
0 = C2C1

u + C1
2 + A2C1

0 ,

C1A2
u + A2

1 + A1A2
0 = C2A1

u + A1
2 + A2A1

0,
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A⃗2Ca
uu + 2AbAa

bu + 2A⃗C⃗Aa
uu + 2(Aa

b + CbAa
u)[A

b
u − Ab

A⃗2
(A⃗2)u]−

−2Aa
u[(A⃗C⃗)u + Ab

b −H] = 0,

CaḢ − Aa
0H = 3Aa

uF − 2Cb
bA

a
u + 2Aa

bC
b
u − 2Aa

bA
b
0−

−2Aa
uA⃗0C⃗ + 2Ab

A⃗2
(Aa

b + CbAa
u)[H − Ad

d +
1
2(A⃗

2)0 − (A⃗C⃗)u−

−A⃗C⃗u] +△Aa + 2CbAa
bu + C⃗2Aa

uu + 2AbCa
bu + 2A⃗C⃗Ca

uu,

(1.77)

CaḞ − Ca
uF = Ca

0H + (Aa
b + CbAa

u)[
2Ab

A⃗2
(F − Cd

d − 1
2(C⃗

2)u + A⃗C⃗0)−

−2Cb
0] +△Ca + 2CbCa

bu + C⃗2Ca
uu, a, b, d = 1, 2.

Доведення. УмовиQ-умовної iнварiантностi рiвняння (1.2) вiдносно

операторiв (1.75) мають вигляд

Q
2
aS = 0, Q

1
a(Qbu) = 0,

Dk(Qau) = 0, S = 0 Qcu = 0

де S = Hu0+△u−F . Якщо використати формули продовження, ди-

ференцiальнi наслiдки рiвнянь Qau = 0, порядок яких не перевищує

порядку рiвняння (1.2) та взяти до уваги те, що функцiї A⃗, C⃗, H та

F не залежать вiд похiдних функцiї u, то одержимо рiвностi (1.77).

Теорема 1.5 доведена.

У тому випадку, коли функцiї Aa та Ca залежать тiльки вiд u,

система визначальних рiвнянь (1.77) значно спрощується i стає мож-

ливим знайти її загальний розв’язок.

Теорема 1.6. Будь-яка множина операторiв

Q⃗ = A⃗(u)∂0 + ∂⃗ + C⃗(u)∂u (1.78)

Q-умовної симетрiї нелiнiйного рiвняння теплопровiдностi (1.2) або

є еквiвалентною множинi операторiв лiївської симетрiї цього рiв-

няння, або з точнiстю до перетворень з групи еквiвалентностi
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(1.6) та додаткових перетворень (1.10) є еквiвалентною однiй з

множин, якi наведенi в таблицi 2.5.

Tаблиця 2.5

№ H(u) F (u) Оператори Зауваження

1 −
(
Gu
u

+
1

2
Guu

)
G

(
Gu +

λ0
u2

)
Q⃗ = − a⃗

u
∂0 + ∂⃗ + a⃗G∂u, G(u) =

1

u
P3(u)

2 Gu tg u− 1

2
Guu G

(
Gu −

λ0
cos2 u

)
Q⃗ = (⃗at+ b⃗)∂0 + ∂⃗ + a⃗G∂u, G(u) =

1

1 + t2
P3(t),

t = tg u

Тут a⃗, b⃗ — сталi вектори такi, що a⃗2 = b⃗2 = 1, a⃗⃗b = 0; P3(τ) = λ0+λ1τ+λ2τ
2+λ3τ

3 — довiльний

многочлен третього порядку вiдносно τ .

Доведення. У тому випадку, коли функцiї Aa та Ca залежать тiльки

вiд u, система визначальних рiвнянь (1.77) має вигляд

C1C2
u = C2C1

u, C1A2
u = C2A1

u, Aa
u(A⃗

2)u = A⃗2Aa
uu, (1.79)

A⃗2Ca
uu + 2A⃗C⃗Aa

uu + 2Aa
u[C⃗A⃗u − A⃗C⃗

A⃗2
(A⃗2)u] = 2Aa

u[(A⃗C⃗)u −H], (1.80)

CaḞ − Ca
uF = 2Aa

u
A⃗C⃗

A⃗2
[F − 1

2(C⃗
2)u] + C⃗2Ca

uu, (1.81)

CaḢ = 3Aa
uF + 2Aa

u
A⃗C⃗

A⃗2
[H − (A⃗C⃗)u − A⃗C⃗u] + C⃗2Aa

uu + 2A⃗C⃗Ca
uu.

(1.82)

Пiсля iнтегрування рiвнянь (1.79) маємо:

C2 = k1C
1, A2 = k1A

1 + k2, Au
a = ma(A⃗)

2, (1.83)

де ka, ma — довiльнi сталi. Iнтегрування останнього рiвняння (1.83)

задає два рiзнi випадки: A⃗ = − a⃗
u та A⃗ = a⃗ tg u + b⃗, де a⃗, b⃗ — сталi

вектори такi, що a⃗ 2 = b⃗ 2 = 1, a⃗ b⃗ = 0.

Розглянемо перший випадок, для другого випадку доведення

проводиться аналогiчно. Пiдставивши A⃗ = − a⃗
u в рiвняння (1.79),
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одержуємо C⃗ = a⃗ G(u), де G(u) — довiльна гладка функцiя. Пi-

сля пiдстановки функцiй A⃗, C⃗ в рiвняння (1.80) та (1.81) отрима-

ємо H = −1
2

(
Guu +

2
uGu

)
, F = G

(
Gu +

λ0
u2

)
, де λ0 — довiльна

стала. Пiдставивши знайденi H та F в рiвняння (1.82), одержуємо

Guuu = −6λ0
u4

. Звiдки остаточно отримуємо вигляд функцiї G з пун-

кту 1 таблицi 2.5:

G = 1
uP3(u), де P3(u) = λ0 + λ1τ + λ2τ

2 + λ3τ
3 — довiльний

полiном третього степеня. Теорему 1.6 доведено.

Крiм розв’язкiв системи (1.77), наведених в таблицi 2.5, можна

знайти й iншi, коли функцiї Aa та Ca залежать не тiльки вiд u. Так,

наприклад,

H(u) = 2 lnu, F (u) = u(lnu− ln2 u+ λ), λ = const

A1 = 1, A2 = 1, C1 = 0, C2 = −ex1−x0u.

В результатi одержимо Q-умовнi оператори

Q1 = ∂0 + ∂1, Q2 = ∂0 + ∂2 − ex1−x0u∂u (1.84)

для рiвняння

2 lnu u0 +△u = u(lnu− ln2 u+ λ). (1.85)

Дослiдимо симетрiю рiвняння (1.2) вiдносно операторiв (1.76).

Справедливе наступне твердження.

Теорема 1.7. Рiвняння (1.2) є Q-умовно iнварiантним вiдносно опе-

раторiв (1.76), якщо виконуються наступнi умови:

B0 + CBu = 0, (B2 + 1)Buu = 2BB2
u,

BC1 + C2 −D0 = CDu − CuD;

(B2 + 1)Duu = 2BBuDu − 2(BB2u −B1u) +
4BBu
B2+1(BB2 −B1);

Cuu = 0, C1u = BC2u, CḞ − FCu = C2Ḣ + C0H +△C + 2DC2u;
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3(F −HC)Bu +△B − 2BBaBa
B2+1 = 2(D2Bu −BD2u +D1u)+

+ 2D
B2+1 [2B(BB2u −B1u)− (B2 + 1)B2u]−

− 2
(B2+1)2 [2DBBu − (B2 + 1)Du][2B(BB2 −B1)− (B2 + 1)B2];

(1.86)

D(Ḟ − CḢ)−DuF −D0H = △D + 2DD2u +D2Duu − 2
B2+1 [(B2+

+BB1 +DBu)D1 + (BB2 −B1 +DBBu)(D2 +DDu + CH − F )].

Доведення. З рiвностей Qau = 0 випливає, що

u0 = C, u2 = D −Bu1. (1.87)

Якщо використати умови iнварiантностi (1.87), диференцiальнi на-

слiдки вiд (1.87), якi не перевищують порядок рiвняння (1.2),

u22 = F −Hu0 − u11,

формули продовження та взяти до уваги те, що функцiї B⃗, C⃗, D⃗,

H та F не залежать вiд похiдних функцiї u, то одержимо рiвностi

(1.86). Теорема 1.7 доведена.

У випадку, коли D = 0, система визначальних рiвнянь (1.86)

спрощується i стає можливим знайти її загальний розв’язок. Тодi всi

оператори класу (1.76) описуються множиною операторiв

Q1 = ∂0 + C(x, u)∂u, Q2 = B(x, u)∂1 + ∂2, (1.88)

а визначальна система (1.86) набуває вигляду:

B0 + CBu = 0, BC1 + C2 = 0, Cuu = 0, C1u = BC2u;

Buu(1 +B2) = 2BB2
u, B1u −BB2u =

2(B1−BB2)BBu
B2+1 ;

(B1 −BB2)(F −HC) = 0, ḞC − FCu = C2Ḣ + C0H +△C;

3Bu(F −HC) +△B = 2BBaBa
B2+1 .

(1.89)
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Має мiсце наступне твердження.

Теорема 1.8. Будь-яка множина двох операторiв Q-умовної си-

метрiї вигляду (1.88) нелiнiйного рiвняння теплопровiдностi (1.2)

або є еквiвалентною множинi операторiв лiївської симетрiї цього

рiвняння, або з точнiстю до перетворень групи еквiвалентностi

(1.6) та додаткових перетворень (1.10) є еквiвалентною однiй з

множин з таблицi 2.6.

Доведення. З сьомого рiвняння системи (1.89) одержуємо, що мож-

ливi два рiзнi випадки: F = CH, F ̸= CH.

Розглянемо кожен з цих випадкiв окремо.

Tаблиця 2.6
№ H(u) F (u) Оператори Зауваження

1 ∀ λ2H Q1 = ∂0 + λ2∂u, △β = 0

Q2 = tg [λ3ω + β(x⃗)]∂1 + ∂2 ω = u− λ2x0

2 ∀ (λ1u+ λ2)H Q1 = ∂0 + (λ1u+ λ2)∂u, △β = 0, λ1 ̸= 0

Q2 = tg [λ3ω + β(x⃗)]∂1 + ∂2 ω = (λ1u+ λ2)e
−λ1x0

3 ∀ (λ1u+ λ2)(H + λ0) Q1 = ∂0 + (λ1u+ λ2)∂u, Cab + Cba = 0, a = 1, 2

Q2 = (Cabxb + da)∂a (λ1, λ2) ̸= (0, 0)

4 u λ2u
2 + λ1u+ λ0 Q1 = ∂0 + (λ2u+ z(ω))∂u, (2C12ω + d⃗ 2)z̈ + 2C12ż =

Q2 = C12J12 + da∂a = λ1z − z2 − λ2λ0,

ω = C12

2 x⃗ 2 + d⃗⊥x⃗

5 u λu Q1 = ∂0 + z(ω)∂u, ż2 = C1 + λz2 − 2
3z

3

Q2 = da∂a ω = d⃗⊥x⃗, C1 ̸= 0

6 u 0 Q1 = ∂0 − ℘(ω)∂u, ℘̈ = ℘2, ω = d⃗⊥x⃗

Q2 = da∂a ℘ — функцiя Вейєрштрасса

7 u u Q1 = (ch ω + 1)∂0 + 3∂u, ω = d⃗⊥x⃗

Q2 = da∂a

8 u −u Q1 = (cosω − 1)∂0 + 3∂u, ω = d⃗⊥x⃗

Q2 = da∂a

Тут λ, λ0, λ1, λ2, C1, Cab, da, d⊥a — довiльнi сталi, z — гладка функцiя, d⃗, d⃗⊥ — ортогональнi

вектори.
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I. Нехай F = CH, а це означає, що C = C(u). З третього

рiвняння системи (1.89) маємо C = λ1u + λ2, де λ1, λ2 — довiльнi

сталi. Тодi система (1.89) набуде вигляду:

(λ1u+ λ2)Ḟ − λ1F = (λ1u+ λ2)
2Ḣ, B0 + (λ1u+ λ2)Bu = 0;

Buu(1 +B2) = 2BB2
u, B1u −BB2u =

2(B1 −BB2)BBu

B2 + 1
;

△B =
2BBaBa

B2 + 1
.

(1.90)

При F = (λ1u+λ2)H перше рiвняння системи (1.90) перетворюється

в тотожнiсть. Загальний розв’язок другого рiвняння цiєї системи в

залежностi вiд значення сталої λ1 має вигляд B = B(ω, x⃗), де

ω = u− λ2x0, при λ1 = 0; (1.91)

ω = (λ1u+ λ2)e
−λ1x0, при λ1 ̸= 0. (1.92)

Пiдставивши B в третє рiвняння системи (1.90) отримаємо

B = tg α, α = γ(x⃗)ω + β(x⃗), (1.93)

де γ, β — довiльнi гладкi функцiї, ω має вигляд (1.91) або (1.92).

Пiсля пiдстановки (1.93) в четверте та п’яте рiвняння системи (1.90)

отримаємо, що γ = λ3 = const, △β = 0.

Формули (1.93), (1.91), (1.92) в залежностi вiд ω задають опера-

тори з пунктiв 1 та 2 таблицi 2.6 (вiдповiдно).

II. Нехай B1 = BB2, тодi з шостого рiвняння системи (1.89)

отримаємо рiвняння B2Bu = 0.

Якщо припустити, що Bu ̸= 0, тодi B2 = B1 = 0. З останнього

рiвняння системи (1.89) випливає, що Bu(F − HC) = 0. Оскiльки в

цьому випадку F −HC ̸= 0 i Bu ̸= 0, то система (1.89) несумiсна.

Отже, Bu = 0, тодi з третього рiвняння системи (1.89) отри-

маємо, що C = y(x)u + z(x), де y, z — довiльнi гладкi функцiї.
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Диференцiальний наслiдок першого порядку по змiннiй u з другого

рiвняння разом з четвертим рiвнянням системи (1.89) задають умову

y = y(x0). Тодi з (1.89) випливає:

B0 = 0, B1 = BB2, Bz1 + z2 = 0, △B = 2B1B2,

(yu+ z)Ḟ − yF = (yu+ z)2Ḣ + (ẏu+ z0)H +△z.
(1.94)

З умов сумiсностi другого та четвертого рiвнянь системи (1.94) одер-

жуємо умову B22 = 0, тодi B = α(x1)x2 + β(x1), де α, β — довiльнi

гладкi функцiї. Пiдставивши B в друге рiвняння системи (1.94) отри-

маємо

B =
C12x2 + d2
−C12x1 − d1

, (1.95)

де C12, da — довiльнi сталi, a = 1, 2. Використання (1.95) дає змогу

проiнтегрувати третє рiвняння системи (1.94):

z = z(x0, ω), ω =
1

2
C12 x⃗

2 + daxa. (1.96)

Оскiльки функцiї, що входять до останнього рiвняння (1.94) зале-

жать вiд рiзних невiдомих, то, ввiвши припущення:

y = m1φ(x), z = m2φ(x), ẏ = m3φ(x) + k3φ
2(x),

z0 = m4φ(x) + k4φ
2(x), △z = m5φ(x) + k5φ

2(x),
(1.97)

де mi, ki — довiльнi сталi, а φ(x) — довiльна гладка функцiя, i = 1, 5,

отримаємо рiвняння

(m1u+m2)Ḟ −m1F − (m3u+m4)H −m5 =

= φ(x)[(m1u+m2)
2Ḣ + (k3u+ k4)H + k5].

Це рiвняння не залежить вiд змiнної x в випадках (y, z) = const

або H =const. В протилежному випадку, пiсля його розщеплення
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по функцiї φ(x), одержимо систему двох диференцiальних рiвнянь

вигляду

(m1u+m2)Ḟ = m1F + (m3u+m4)H +m5,

(m1u+m2)
2Ḣ + (k3u+ k4)H + k5 = 0.

(1.98)

В результатi отримаємо такi суттєво рiзнi випадки:

(y, z) = const; H = const; (y, z) ̸= const, H ̸= const.

Розглянемо кожен з отриманих випадкiв окремо.

1. Нехай (y, z) = (λ1, λ2) = const, тодi останнє рiвняння системи

(1.94) має вигляд (λ1u+λ2)Ḟ −λ1F = (λ1u+λ2)
2Ḣ, яке iнтегрується

при довiльнiй функцiї H: F = (λ1u + λ2)(H + λ0), де λ0 — стала

iнтегрування. Оператори (1.88) еквiвалентнi наступним операторам

Q1 = ∂0 + (λ1u + λ2)∂u, Q2 = (Cabxb + da)∂a, що вiдповiдає пункту

3 таблицi 2.6.

2. Нехай H = const, не втрачаючи загальностi, вважатимемо

H = 1. Останнє рiвняння системи (1.94) має вигляд

(yu+ z)Ḟ − yF = ẏu+ z0 +△z.

Проаналiзувавши його структуру вiдносно змiнної u, отримаємо

два рiзнi випадки: 1. F – довiльна гладка функцiя та 2. F = λu lnu:

1. y = z = 0, Q1 = ∂0, Q2 = Cabxb + da∂a.

2. z = 0, y = C1e
λx0, Q1 = ∂0 + C1e

λx0∂u, Q2 = Cabxb + da∂a.

Знайденi оператори — це лiнiйна комбiнацiя лiївських операторiв.

3. Нехай H ̸= const, (y, z) ̸= const. Проаналiзувавши структуру

другого рiвняння системи (1.98) вiдносно змiнної u, (потрiбно прове-

сти мiркування аналогiчнi проведеним в доведеннi теореми 1.4 при

дослiдженнi системи (1.19)) отримаємо такi пари функцiй:

H = eu + λ1, F = λ2e
u + λ3u+ λ4; (1.99)
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H = λum, F = λu, m ̸= 0, 1; (1.100)

H = u, F = λ1u
2 + λ2u+ λ3. (1.101)

Розглянемо кожну пару функцiй окремо.

3.1. Пiдставивши функцiї (1.99), (1.96) в останнє рiвняння систе-

ми (1.94) та розщепивши по степенях змiнної u, отримуємо рiвняння

y = 0, z0+z2 = λ2z та λ1z0+(2C12ω+(d⃗ )2)zωω+2C12zω = λ3z. Проiн-

тегрувавши друге рiвняння, знайдемо z = λ2(1+β(ω)e
λ2x0)−1, де β —

довiльна гладка функцiя. Пiдставивши z в третє рiвняння, отрима-

ємо умови λ1 = λ3 = 0, β̇ = 0, якi разом з (1.99) задають рiвняння

euu0 +△u = λ2e
u + λ4, що перетвореннями (1.6), (1.10) зводиться до

рiвняння euu0 + △u = λ4. Отриманi оператори з точнiстю до (1.6),

(1.10) породжують лiнiйну комбiнацiю тiльки лiївських операторiв.

3.2. Пiдставивши функцiї (1.100), (1.96) в останнє рiвняння сис-

теми (1.94), отримаємо

λz = m(yu+z)2um−1+(ẏu+z0)u
m+(2C12ω+(d⃗ )2)zωω+2C12zω. (1.102)

При розщепленнi рiвняння (1.102) по степеням змiнної u виникають

особливi степенi m = −1 та m = 1.

Нехай H = λu−1. Тодi з (1.102) маємо z = 0, y = −(x0+d0)
−1, де

d0 — довiльна стала. Пiдставивши z та y в (1.88), отримаємо операто-

ри якi з точнiстю до перетворень (1.6), (1.10) еквiвалентнi лiївським

операторам Q1 = (x0 + d0)∂0 − ∂u, Q2 = (Cabxb + db)∂a.

Нехай H = λu. Тодi з рiвняння (1.102) отримуємо

ẏ+y2 = 0, z0+2yz = 0, λz = z2+(2C12ω+(d⃗ )2)zωω+2C12zω. (1.103)

Розв’язком першого рiвняння з (1.103) є y = 0 або y = (x0 + d0)
−1.

При y = 0 з (1.103) випливає, що z0 = 0, а також(
2C12ω + (d⃗ )2

)
z̈ + 2C12ż = λz − z2. (1.104)
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В залежностi вiд спiввiдношень мiж коефiцiєнтами C12 та da iнтегру-

вання рiвняння (1.104) зводиться до iнтегрування рiвнянь

при C12 ̸= 0, d⃗ = 0, 2C12(ωz̈ + ż) = λz − z2;

при C12 = 0, (d⃗ )2 ̸= 0, (d⃗ )2z̈ = λz − z2.
(1.105)

Розв’язки рiвнянь (1.105) задаютьQ-умовнi оператори iнварiантностi

рiвняння (1.2), якi наведено в таблицi 2.6 в пунктах 4–8.

Коли y = (x0 + d0)
−1, з другого рiвняння системи (1.103) отри-

муємо z = β(ω)(x0 + d0)
−2, де β — довiльна гладка функцiя. Пiд-

ставивши z в третє рiвняння системи (1.103) одержимо, що β = 0, а

це означає, що z = 0 i оператори (1.88) є еквiвалентнi лiївським, якi

наведено в таблицi 2.1 в пунктi 6.

Нехай H = λum, m ̸= 0,±1. Тодi з рiвняння (1.102) знаходимо

z = 0, y = (mx0 + d0)
−1, де d0 — довiльна стала, пiдставивши якi в

(1.88), отримаємо оператори що еквiвалентнi лiївським

Q1 = (mx0 + d0)∂0 + ∂u, Q2 = (Cabxb + db)∂a.

3.3. Пiдставивши функцiї (1.101), (1.96) в останнє рiвняння сис-

теми (1.94) та розщепивши по степенях змiнної u, отримуємо

ẏ + (y − λ1)y = 0, z0 + 2(y − λ1)z = 0, (1.106)

(2C12ω + (d⃗ )2)zωω + 2C12zω + z2 + λ3y = λ2z. (1.107)

Якщо y = const, то з (1.106) отримуємо, що y = λ1, z0 = 0, при

цьому функцiя z = z(ω) повинна задовольняти наступне звичайне

диференцiальне рiвняння(
2C12ω + (d⃗ )2

)
zωω + 2C12zω + z2 + λ3λ1 = λ2z. (1.108)

Формули (1.108) пiсля пiдстановки в (1.88) задають оператори наве-

денi в пунктi 4 таблицi 2.6.
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Припустимо, що y ̸= const. Якщо додати перше рiвняння (1.106)

домножене на 2z та друге рiвняння (1.106) домножене на −y, то, пiсля

iнтегрування по змiннiй x0, отримаємо z = β(ω)y2. Пiдставивши z в

(1.107) та роздiливши змiннi, отримаємо z = const та y = const, що

протирiчить нашому припущенню.

Теорема 1.8 доведена.

При D ̸= 0 знайдено деякi частиннi розв’язки системи (1.86),

пiдставивши якi в оператори (1.76), отримано двовимiрнi Q-умовнi

множини операторiв рiвняння (1.2). Одержанi результати наведено в

таблицi 2.7.

В таблицi 2.7 f , α, β, Ψ, w, g — гладкi функцiї, λ1, λ2, λ3, C, C1,

C3, C4 — довiльнi сталi, λ = 0,±1, функцiї Ψλ, ψλ, yλ, zλ, vλ, φλ в

залежностi вiд λ можуть набувати наступних значень:

Ψλ =



1
x2
(C3x

2
2 + C4 +

k1x
2
2

2 ), λ = 0,

1
x2
[C3(x2 − 1)ex2 + C4(x2 + 1)e−x2 + k1], λ = 1,

1
x2
[(C3x2 − C4) sin x2 + (C3 + C4x2) cos x2 − k1],

λ = −1;

(1.109)

ψλ =


C3x2 + C4, λ = 0,

C3e
x2 + C4e

−x2, λ = 1,

C3 sinx2 + C4 cosx2, λ = −1;

(1.110)

yλ =


C3x2 + C4 − k1x

2
2

2 , λ = 0,

C3 sh x2 + C4 chx2 + k1, λ = 1,

C3 sinx2 + C4 cosx2 − k1, λ = −1;

(1.111)
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zλ =



(C3 + C4x2 − k1x
2
2

2 ) cth x2 + k1x2 − C4, λ = 0,

C3+C4x2
shx2

+ C4 chx2 + k1 cthx2, λ = 1,

(C3 cthx2 + C4) sin x2 + (C4 cthx2 − C3) cos x2−

−k1 cthx2, λ = −1;

(1.112)

vλ =



(C3 − C4x2 − k1x
2
2

2 ) tanh x2 + k1x2 + C4, λ = 0,

C3+C4x2
chx2

+ C4 sh x2 + k1 tanh x2, λ = 1,

(C3 tanh x2 + C4) sin x2 + (C4 tanh x2 − C3) cos x2−

−k1 tanh x2, λ = −1;

(1.113)

φλ =



(C3x2 + C4 +
k1x

2
2

2 ) tg x2 + k1x2 + C3, λ = 0,

(C3 tg x2 + C4) sh x2 + (C4 tg x2 + C3) chx2−

−k1 tg x2, λ = 1,

C3+C4x2
cosx2

+ C4 sinx2 + k1 tg x2, λ = −1.

(1.114)

По отриманих Q-умовних операторах, наведених в таблицях 2.2,

2.5–2.7 можна побудувати iнварiантнi анзаци та провести редукцiю

рiвняння (1.2) до рiвнянь з меншою кiлькiстю невiдомих. Покажемо

це на прикладi деяких iз знайдених операторiв.

I. Оператори наведенi в таблицi 2.7 в пунктi 5 задають анзац

u = ekx1+x0φ(ω), ω = mx1 − x2

та редуковане рiвняння

(1 +m2)φ̈+ 2kmφ̇+ (k2 − λ)φ = 0.

Розв’язками редукованого рiвняння будуть функцiї:

a) φ = C1 exp(σ1ω) + C2 exp(σ2ω), якщо λ(m2 + 1) > k2,

б) φ = (C1ω + C2) exp(σω), якщо λ(m2 + 1) = k2,

в) φ = exp(σ1ω)(C1 cos(σ2ω) + C2 sin(σ2ω)), якщо λ(m2 + 1) < k2,
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де функцiї σ, σ1, σ2 є розв’язками рiвняння:

(1 +m2)σ2 + 2kmσ + (k2 − λ) = 0, а C1, C2 ∈ R1.

Tаблиця 2.7

№ H(u) F (u) Оператори Зауваження

1 ∀ λ1u+ λ2 Q1 = ∂0, α̇+ α2 = C1

Q2 = ∂2 + (α(x2)u+ β(x⃗))∂u △β + 2α̇β = λ1β − λ2α

2 ∀ λ1u lnu Q1 = ∂0, α̈+ 2αα̇ = λ1α, λ1β = 0

Q2 = ∂2 + (α(x2)u+ β(x⃗))∂u △β + 2α̇β = 0

3 ∀ (u+ λ2)(H + λ3) Q1 = ∂0 + (u+ λ2)∂u, α̇+ α2 = C1

Q2 = ∂2 + α(x2)[u+ λ2 +Ψ(x⃗)ex0 ]∂u △Ψ+ 2α̇
α Ψ2 = λ3Ψ

4 ∀ H + λ1 Q1 = ∂0 + ∂u, △Ψ = 0

Q2 = ∂2 +Ψ(x⃗)∂u

5 ∀ (H + λ1)u Q1 = ∂0 + u∂u,

Q2 = ∂1 +m∂2 + ku∂u

6 u2ḟ(u) f(u) + uḟ(u) Q1 = ∂0 + u∂u,

Q2 = ∂1 +m∂2 + expx0∂u

7 1 λ1u lnu Q1 = w∂0 + w0u∂u, w0 + w22 = λ1w lnw

Q2 = w∂2 + w2u∂u w = w(x0, x2)

8 u−1 λu Q1 = ∂0 +
1

C1−x0
u∂u, α̇ = C − α2,

Q2 = ∂2 + [α(x2)u+ g(x⃗)
C1−x0

]∂u △g = (λ− 2α̇)g + α

9 u−1 λu Q1 = ∂0 − k1u
k1x0+k2

, Ψλ задається (1.109)

Q2 = ∂2 +
1
x2
[u+ Ψλ(x2)

k1x0+k2
]∂u

10 u−1 λu Q1 = ∂0 − k1u
k1x0+k2

∂u, ψλ задається (1.110)

Q2 = ∂2 +
ψλ(x2)
k1x0+k2

∂u

11 u−1 λu Q1 = ∂0 − k1u
k1x0+k2

∂u, yλ задається (1.111)

Q2 = ∂2 + [u+ yλ(x2)
k1x0+k2

]∂u

12 u−1 λu Q1 = ∂0 − k1u
k1x0+k2

∂u, zλ задається (1.112)

Q2 = ∂2 + [u cthx2 +
zλ(x2)
k1x0+k2

]∂u
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Продовження таблицi 2.7.

№ H(u) F (u) Оператори Зауваження

13 u−1 λu Q1 = ∂0 − k1u
k1x0+k2

∂u, vλ задається (1.113)

Q2 = ∂2 + [u tanhx2 +
vλ(x2)
k1x0+k2

]∂u

14 u−1 λu Q1 = ∂0 − k1u
k1x0+k2

∂u, φλ задається (1.114)

Q2 = ∂2 + [−u tg x2 + φλ(x2)
k1x0+k2

]∂u

Тодi розв’язками вiдповiдного рiвняння теплопровiдностi є:

a) u = exp(kx1 + x0)[C1 exp(σ1ω) + C2 exp(σ2ω)],

б) u = exp(kx1 + x0)(C1ω + C2) exp(σω),

в) u = exp(kx1 + x0) exp(σ1ω)[C1 cos(σ2ω) + C2 sin(σ2ω)].

II. Аналогiчно для оператора з пункту 6 таблицi 2.7 отримуємо такi

результати u = exp x0(x1 + φ(ω)), ω = mx1 − x2, φ̈ = λ
1 +m2 .

Редуковане рiвняння має розв’язок: φ = C1ω+C2+
λω2

2(1+m2) , C1, C2 ∈

R1. Розв’язком вiдповiдного рiвняння теплопровiдностi є функцiя

u = exp x0

[
x1 + C1(mx1 − x2) + C2 +

λ(mx1 − x2)
2

2(1 +m2)

]
.

III. Якщо за допомогою операторiв (1.84) побудувати анзац

u = eexp(x1−x0)+φ(ω), ω = x1 + x2 − x0,

то вiн редукує рiвняння (1.85) до звичайного диференцiального рiв-

няння φ̈+ φ̇2 − φ̇φ+ 1
2(φ

2 − φ− λ) = 0.

IV. Оператори наведенi в таблицi 2.5 задають анзаци (далi номер

анзацу та розв’язку спiвпадає з номером пункту):

1.
∫ udu
P3(u)

= a⃗x⃗+ φ(ω), ω =
∫ du
P3(u)

+ x0;

2. x0 − b⃗x⃗−
∫ tdt
P3(t)

= φ(ω), ω = a⃗x⃗−
∫ dt
P3(t)

,
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якi редукують рiвняння (1.2)( з функцiями F та H, заданими в пун-

ктах 1 та 2 таблицi 2.5), для обох випадкiв, до звичайного диференцi-

ального рiвняння φ̈ = P3(φ̇). Загальний розв’язок якого записується

в параметричнiй формi

ω =

∫
dt

P3(t)
+ c1, φ =

∫
tdt

P3(t)
+ c2. (1.115)

За розв’язком (1.115) знаходимо розв’язки рiвняння (1.2) при H(u) i

F (u) заданих в пунктах 1 та 2 таблицi 2.5 вiдповiдно:

1. x0 +
u∫
0

dτ
P3(τ)

=
∫ dt
P3(t)

+ c1, a⃗x⃗−
u∫
0

τdτ
P3(τ)

=
∫ tdt
P3(t)

+ c2;

2. a⃗x⃗−
tg u∫
0

dτ
P3(τ)

=
∫ dt
P3(t)

+ c1, x0 − b⃗x⃗−
tg u∫
0

τdτ
P3(τ)

=
∫ tdt
P3(t)

+ c2.

V. Розглянемо оператор наведений в пунктi 6 таблицi 2.6. Як ви-

пливає з теореми 1.8 рiвняння uu0 + △u = 0 є Q-умовно iнварiан-

тним вiдносно множини операторiв Q1 = ∂0 − ℘(ω)∂u, Q2 = da∂a,

де ω = d⃗ ⊥x⃗, ℘ — функцiя Вейєрштрасса, що задовольняє рiвняння

℘̈ = ℘2. Анзац, побудований за допомогою операторiв Q1 та Q2 має

вигляд u = −x0℘ + φ(ω), ω = d⃗⊥ x⃗. Пiдставивши знайдений ан-

зац в вихiдне рiвняння, отримаємо редуковане рiвняння φ̈−℘φ = 0,

розв’язком якого є функцiя Ламе φ = Λ(ω). Тодi

u = Λ(ω)− x0℘(ω), ω = d⃗⊥x⃗

розв’язок заданого рiвняння.

1.7. Узагальнення результатiв для рiвнянь бiльшої роз-

мiрностi

Одержувати Q-умовнi оператори багатовимiрних рiвнянь (1.2)

можна з вже вiдомих операторiв лiївської або Q-умовної симетрiї од-

новимiрних рiвнянь (1.1) шляхом їх узагальнення. Справедливiсть
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застосування одного з таких методiв узагальнення доводить наступна

теорема.

Теорема 1.9. Якщо оператор

Q = A(x0, ω, φ)∂0 +B(x0, ω, φ)∂ω + C(x0, ω, φ)∂φ (1.116)

є оператором лiївської або Q-умовної iнварiантностi (1+1)-вимiр-

ного рiвняння

S
(
φ, φ0, φ

2
ω, φωω

)
= 0, φ = φ(x0, ω), (1.117)

то оператори Q⃗ = α⃗A(x0, α⃗x⃗, u)∂0+B(x0, α⃗x⃗, u)∂⃗+α⃗C(x0, α⃗x⃗, u)∂u,

утворюють множину операторiв Q-умовної iнварiантностi (1+n)-

вимiрного рiвняння

S (u, u0, uaua,△u) = 0, (1.118)

де u = u(x0, x⃗), α⃗ = const, (α⃗)2 = 1, x⃗ ∈ Rn.

Доведення. Теорема доводиться методом дослiдження умовної си-

метрiї, наведеним в [62]. Для цього треба показати, що

Q
2
aS = λ1S + λ2Qau,

де λ1, λ2 — деякi диференцiальнi оператори. Подiявши продовженим

оператором Qa на рiвняння (1.118) i використавши той факт, що рiв-

няння (1.117) є Q-умовно iнварiантним вiдносно оператора (1.116),

тобто Q
2
aS = λ1S + λ2Qφ, одержуємо

Q
2
aS =

[
1

B
(△B + 2Bbuub +Buuubub +Bu△u)αcS△u+

+
2

B
(Bbub +Buubub)αcSuaua +

1

B
(B0 +Buu0)αcSu0 + αc−

−2(Bb +Buub)∂c

]
(αcQau− αaQcu) + αaλ1S + λ2Qau.
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Що i треба було довести.

Використовуючи теорему 1.9, з вiдомих операторiв Q-умовної

iнварiантностi (1+1)-вимiрного рiвняння теплопровiдностi (див. [53,

76]) шляхом узагальнення u = φ(xo, ω), ω = α⃗x⃗, α⃗2 = 1 одержанi

новi оператори Q-умовної симетрiї для рiвняння (1.2).

Крiм методу запропонованого в теоремi 1.9, можна застосувати

й iншi методи, наприклад, якщо використати iнварiантнiсть рiвняння

(1.2) вiдносно алгебриAO(3). В таблицi 2.8 наведено деякi результати

отриманi такими способами.

Tаблиця 2.8

№ H(u) F (u) Оператори

1 1 λu3 Qa = 1
3αa(α⃗x⃗)∂0 + ∂a +

αau
α⃗x⃗

∂u

2 1 F (u) Qa = α⃗x⃗∂a + αaF (u)∂u, FF̈ = 2(Ḟ − 1)

3 1 2P3(u) Qa = αa∂0 + 3u∂a + 3αaP3(u)∂u,

де P3(u) = u3 + λ1u+ λ0

4 1 F (u) Qa = 2
√
x0∂a + αaF (u)∂u, FF̈ = 2

5 1
u λ1 +

λ2
u Qa = αa∂0 +

u
α⃗x⃗∂a + αa(λ1u+ λ2)∂u

6 3λ3 +
λ2
u

(
2λ3 +

λ2
u

)
P3 Qa = αa∂0 + u∂a + αaP3(u)∂u,

де P3(u) = λ3u
3 + λ2u

2 + λ1u+ λ0

7 λ1u
2 − λ2 λ3u

3 − 2u Qa = 1
3αaλ2∂0 + tanh(α⃗x⃗)∂a +

αau
ch2(α⃗x⃗)

∂u

8 1
u4

m2u+ λ
u3

Qa = 2mαa exp(−2mα⃗x⃗)∂0 + ∂a +mαau∂u

9 λ1u
2 + λ2 λ3u

3 + 2u Qa = αaλ2 cos
2(α⃗x⃗)∂0 − 1

2 sin(2α⃗x⃗)∂a − αau∂u

10 λ1u
2 + λ2 λ3u

3 Qa = αa
3 λ2(α⃗x⃗)

2∂0 + α⃗x⃗∂a + αau∂u

11 eu eu Qa = α⃗x⃗∂a − 2αa∂u

12 eu eu Qa = ∂a + αa tg
(α⃗x⃗)
2 ∂u

13 eu eu Qa = ∂a + αa tanh
(α⃗x⃗)
2 ∂u

14 λ1u
2

2−n + λ2 λ3u
4−n
2−n Qa = λ2

4− n xa∂0 + ∂a + (2− n) xa
x⃗ 2 u∂u, n ̸= 2, 4

15 λ1

u λ3 Qa = 2kxa∂0 − ∂a +
2xa
x⃗ 2 u∂u, де n = 4

16 λ1u
k λ2u

k+1 Qa = 2xa∂0 − x⃗ 2∂a +
2xa
k
u∂u, де n = 2, k ̸= 0

Тут m, λ, λ0, λ1, λ2, λ3, α⃗, n, k — довiльнi сталi.
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Еволюцiйнi рiвняння, iнварiантнi вiдносно

розширеної

конформної алгебри

Моделювання фiзичних процесiв — це досить складна i часто

довготривала задача. Якщо ж використати результати симетрiйної

класифiкацiї диференцiальних рiвнянь, яка дозволяє зi всеможливих

математичних моделей вiдбирати лише тi, що задовольняють прин-

ципам вiдносностi Галiлея, Пуанкаре–Ейнштейна тощо, то задачу мо-

делювання фiзичного процесу можна суттєво полегшити. Це пояснює

великий iнтерес багатьох математикiв до задачi групової класифiка-

цiї диференцiальних рiвнянь — однiєї з центральних задач сучасного

групового аналiзу [31]. Ще С. Лi в своїх роботах [89, 90] провiв пов-

ну групову класифiкацiю звичайних диференцiальних рiвнянь дру-

гого порядку i цим самим заклав початок iсторiї розв’язування за-

дачi групової класифiкацiї диференцiальних рiвнянь. Продовження

розвитку iдей С. Лi в сучасному формулюваннi було запропоноване

Л.В. Овсяннiковим у статтi [29], де вiн здiйснив групову класифi-

кацiю нелiнiйного рiвняння теплопровiдноcтi. Ця стаття була одною

з перших в низцi робiт присвячених задачам групової класифiкацiї

диференцiальних рiвнянь. Стiйкий iнтерес до розв’язування задачi

групової класифiкацiї спостерiгається протягом останнiх рокiв (див.,
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наприклад, роботи П. Олвера–Р. Хередеро [83], P. Вiлтшiра–А.Г. Нi-

кiтiна [93], Р.М. Чернiги [71], Р.З. Жданова–В.I. Лагна [14, 114] та

iн.).

Унаслiдок свого широкого застосування нелiнiйнi еволюцiйнi рiв-

няння є цiкавим об’єктом дослiдження. Найбiльш вiдомими рiвнян-

нями даного класу є нелiнiйнi рiвняння теплопровiдностi (дифузiї)

u0 = ∂1(f(u)u1). (2.1)

Повний опис симетрiй Лi рiвнянь класу (2.1) зроблено Л. Овсяннi-

ковим у роботi [29]. Ця робота стала класичною, оскiльки в нiй на

прикладi класу рiвнянь (2.1), вперше було розв’язано задачу групової

класифiкацiї для нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними

похiдними. В [29] доведено, що МАI рiвняння (2.1) має найбiльшу

розмiрнiсть у випадку, коли f(u) = λu−
4
3 , λ =const ̸= 0. Базиснi гене-

ратори його максимальної алгебри iнварiантностi мають вигляд:

∂0, ∂1, D = 2x0∂0+x1∂1, D1 = 2x1∂1−3u∂u, K = x21∂1−3x1u∂u. (2.2)

Дослiдженням симетрiйних властивостей узагальнень нелiнiйно-

го рiвняння теплопровiдностi займалися багато вчених, як україн-

ських так i зарубiжних. У 1982 роцi В. Дороднiцин у роботi [12] провiв

групову класифiкацiю рiвнянь теплопровiдностi з джерелом (стоком)

u0 = ∂1(G(u)u1) + g(u). (2.3)

А. Орон, П. Розенау (1986, [99]) та М. Едвардс (1994, [74]) вивчали

симетрiйнi властивостi рiвнянь дифузiї–конвекцiї

u0 = ∂1(G(u)u1) + f(u)u1. (2.4)

У 1987 роцi I. Ахатов, Р. Газiзов i Н. Iбрагiмов в роботi [3] класифi-
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кували симетрiйнi властивостi рiвнянь

u0 = G(u1)u11. (2.5)

У 1997 роцi в роботах [42, 72] проведений вичерпний опис симетрiй Лi

нелiнiйних рiвнянь теплопровiдностi з конвективним та реактивним

членами

u0 = ∂1(G(u)u1) + f(u)u1 + g(u). (2.6)

Задачу групової класифiкацiї диференцiальних рiвнянь

u0 = u11 + F (x0, x1, u, ux1) (2.7)

було розглянуто Р.З. Ждановим та В.I. Лагном, якi в роботах [14, 114]

використали новий пiдхiд до групової класифiкацiї диференцiальних

рiвнянь i здiйснили повну групову класифiкацiю рiвняння теплопро-

вiдностi з нелiнiйним джерелом найбiльш загальногo вигляду. Пiзнi-

ше, Самойленко А.М., Лагно В.I., Жданов Р.З., Бесараб-Горват П.

в роботах [1, 21, 22, 67] з використанням цього методу провели пов-

ну групову класифiкацiю найбiльш загальних квазiлiнiйних рiвнянь

еволюцiйного типу

u0 = F (x0, x1, u, u1)u11 +G(x0, x1, u, u1). (2.8)

З точнiстю до перетворень еквiвалентностi групову класифiкацiю рiв-

нянь

u0 = F (u11) (2.9)

провели I. Ахатов, Р. Газiзов i Н. Iбрагiмов [3], симетрiйнi властивостi

цих рiвнянь дослiджував В. Пухначов у роботi [105].

Об’єктом наших дослiджень є еволюцiйнi рiвняння, що узагаль-

нюють рiвняння (2.1), (2.3)–(2.9), вигляду:

u0 = F (x0, x1, u, u(n)), (2.10)
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де F — довiльна достатньо гладка функцiя. Рiвняння (2.10) займа-

ють важливе мiсце серед диференцiальних рiвнянь з частинними по-

хiдними. При специфiчних виглядах функцiї F до рiвнянь з кла-

су (2.10) приводять рiзнi фiзичнi задачi, наприклад, задачi опису

процесiв тепло- та масообмiну, механiки суцiльного середовища, те-

орiї фiльтрацiї, росту популяцiй, фiзики моря для опису розподiлу

коливань температури та солоностi моря в глибину тощо. До кла-

су (2.10) належать вiдомi рiвняння Гарi–Дiма, Кортевега–де Фрiза,

Кричевера–Новiкова та iн., дослiдження яких проводилось в багатьох

роботах [44, 95, 108, 110] тощо. У статтi [84] розглядаються методи

iнтегрування деяких рiвнянь класу (2.10) при специфiчних виглядах

функцiї F .

У цьому роздiлi розглянуто деякi еволюцiйнi одновимiрнi рiв-

няння i системи. Серед широкого класу рiвнянь та систем еволю-

цiйного типу вiдiбрано тi, що є iнварiантними вiдносно розширеної

конформної алгебри, для деяких з них знайдено максимальнi алгеб-

ри iнварiантностi. Для рiвнянь та систем, що мають найбiльш широкi

симетрiї побудовано анзаци, проведено редукцiю та знайдено їх точнi

розв’язки.

2.1. Еволюцiйнi рiвняння n-го порядку

Розв’язуючи задачу групової класифiкацiї для нелiйного рiвнян-

ня теплопровiдностi (2.1) Л.В. Овсяннiков у роботi [29] показав, що

найбiльш широкими симетрiйними властивостями це рiвняння воло-

дiє у випадку, коли f(u) = λu−
4
3 , λ = const. МАI цього рiвняння

складається з операторiв (2.2).
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Одним з рiвнянь, яке узагальнює рiвняння (2.1) є рiвняння:

u0 = F (x0, x1, u, u(n)), (2.11)

де u = u(x0, x1), n ≥ 2, F — довiльна гладка функцiя.

У даному пiдроздiлi розв’язана задача: з класу рiвнянь (2.11)

видiлити тi, якi є iнварiантними вiдносно алгебри:

⟨∂0, ∂1, D = 2x1∂1 + u∂u, K = x21∂1 + x1u∂u⟩. (2.12)

Оператори (2.12) є реалiзацiєю алгебриsl(2,R)⊕A1. Оскiльки sl(2,R)

є алгеброю конформної групи одновимiрного простору, то алгебру

sl(2,R)⊕A1 надалi будемо називати розширеною конформною алгеб-

рою i позначатиAC1(1). Оскiльки ми розглядаємо конкретну реалiза-

цiю (2.12) алгебриAC1(1), то пiд iнварiантнiстю рiвняння чи системи

рiвнянь вiдносно алгебри AC1(1) ми розумiємо iнварiантнiсть вiднос-

но її реалiзацiї (2.12).

Зауважимо, що для конкретних рiвнянь можуть виникати реа-

лiзацiї подiбнi до (2.12), де у виразах для D, K при других додан-

ках стоїть ненульовий коефiцiєнт m. Але такi реалiзацiї зводяться до

(2.12) локальними перетвореннями u→ um.

Знайдемо такi функцiї F , при яких рiвняння (2.11) є iнварiант-

ним вiдносно розширеної конформної алгебри AC1(1).

Очевидно, що iнварiантнiсть рiвняння (2.11) вiдносно двовимiр-

ної алгебри трансляцiй з базисними операторами ∂0, ∂1, вимагає, щоб

(2.11) мало вигляд:

u0 = F (u, u(n)). (2.13)

Тому надалi будемо дослiджувати рiвняння (2.13). Справедливе на-

ступне твердження.
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Теорема 2.1. Рiвняння (2.13) iнварiантне вiдносно алгебри AC1(1)

тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд

u0 = uf(ω1, ω2, . . . , ωn−1), (2.14)

де ωk = (u2∂1)
k−1(u3u11), k = 1, n− 1, f — довiльна гладка функцiя,

вiдповiдних аргументiв.

Доведення. Перепишемо рiвняння (2.13) в еквiвалентнiй формi

Φ(u0, u, u(n)) = 0, (2.15)

де Φ — довiльна гладка функцiя така, що ∂Φ
∂u0

̸= 0. Оскiльки рiвнян-

ня (2.15) iнварiантне вiдносно алгебри зсувiв ⟨∂0, ∂1⟩ при довiльнiй

функцiї Φ, то знайдемо вигляд функцiї Φ при якiй дане рiвняння

iнварiантне вiдносно операторiв D i K. Iнфiнiтезимальний оператор

має вигляд

X = κD + aK = (ax21 + 2κx1)∂1 + (ax1 + κ)u∂u, (2.16)

де κ i a — довiльнi параметри. З умови iнварiантностi

X
n
Φ = 0.

Φ = 0

рiвняння (2.15) вiдносно оператора (2.16) одержуємо лiнiйне дифе-

ренцiальне рiвняння з частинними похiдними 1-го порядку вiдносно

функцiї Φ:

0ηΦu0 + ηΦu +
1ηΦu1 + . . .+ nηΦun = 0, (2.17)

причому потрiбно знайти його загальний розв’язок при умовi (2.15).

В формулi (2.17) 0η, 1η, . . . , nη — координати продовженого опера-

тора X
n

. Загальним розв’язком рiвняння (2.17) є функцiя

Φ = Φ(J0, J1, . . . , Jn−1),
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де J0, J1, . . . , Jn−1 — першi iнтеграли системи звичайних диференцi-

альних рiвнянь

du0
0η

=
du

η
=
du1
1η

= . . . =
dun
nη

. (2.18)

В роботi [91] С. Лi (див. також [97, 94]), вивчаючи симетрiйнi влас-

тивостi звичайного диференцiального рiвняння

S(u, u(n)) = 0,

де u = u(x1), знайшов першi iнтеграли системи звичайних диферен-

цiальних рiвнянь

du

η
=
du1
1η

= . . . =
dun
nη

, (2.19)

в якiй η, 1η, . . . , nη — такi, як в системi (2.18). Вiн показав, що першi

iнтеграли системи (2.19) мають вигляд

Jk = (u2∂1)
k−1(u3u11), k = 1, n− 1. (2.20)

Залишається знайти iнтеграл J0, який є розв’язком диференцiально-

го рiвняння

du0
0η

=
du

η
. (2.21)

Оскiльки для оператора (2.16)

η = (ax1 + κ)u, 0η = (ax1 + κ)u0, (2.22)

то пiдставляючи (2.22) в (2.21), одержимо

du0
u0

=
du

u
. (2.23)

Розв’язуючи рiвняння (2.23), знаходимо

J0 =
u0
u
. (2.24)
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Таким чином загальний розв’язок рiвняння (2.17) при умовi (2.15)

має вигляд

Φ
(u0
u
, u3u11, (u

2∂1)(u
3u11), . . . , (u

2∂1)
n−2(u3u11)

)
= 0 (2.25)

або

u0
u

= f(ω1, ω2, . . . , ωn−1), (2.26)

де ωk спiвпадає з Jk, якi заданi формулами (2.20). З формул (2.26),

(2.20) одержуємо рiвняння (2.15).

Теорему 2.1 доведено.

2.2. Групова класифiкацiя рiвнянь 2-го та 3-го поряд-

кiв

У даному пiдроздiлi ми розглянемо рiвняння 2-го та 3-го поряд-

кiв, якi належить до класу рiвнянь (2.14) i мають вигляд

u0 = uf(ω1), ω1 = u3u11 (2.27)

та

u0 = uf(ω2), ω2 = u2∂1(u
3u11) = 3u4u1u11 + u5u111. (2.28)

Зауважимо, що замiною u→
√
u, f(12α) →

1
2g(α) рiвняння (2.28)

зводиться до еквiвалентного рiвняння вигляду

u0 = ug(ω2), ω2 = u2u111, (2.29)

де g — довiльна гладка функцiя. При g = u2u111 рiвняння (2.29) є

вiдомим рiвнянням Гарi–Дiма.

Прокласифiкуємо симетрiйнi властивостi рiвнянь (2.27) та (2.29)

в залежностi вiд вигляду функцiй f та g.
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Вiдомо, що груповий аналiз одного рiвняння виявляється гру-

повим аналiзом цiлого класу рiвнянь, якi отримуються з даного рiв-

няння локальною замiною змiнних i мають iзоморфнi групи симетрiї

[31, 30]. Тому перед тим, як розв’язувати поставлену задачу, знайдемо

локальнi перетворення еквiвалентностi рiвнянь (2.27) та (2.29).

Для зручностi дослiдження перетворень еквiвалентностi перепи-

шемо рiвняння (2.27) та (2.29) наступним чином

u3u11 = φ(
u0
u
) (2.30)

та

u2u111 = ψ(
u0
u
), (2.31)

де φ, ψ — довiльнi гладкi функцiї. Пiсля замiни

u = ew, (2.32)

де w = w(x0, x1) — нова невiдома функцiя, одержимо

ew(w11 + w2
1) = φ(w0), (2.33)

та

ew(w111 + 3w1w11 + w3
1) = ψ(w0). (2.34)

Знайдемо перетворення еквiвалентностi рiвнянь (2.33) та (2.34).

Теорема 2.2. 1. Максимальною локальною групою точкових перет-

ворень еквiвалентностi рiвняння (2.33) є група, яка породжується

iнфiнiтезимальним оператором

E = ξ0∂0 + ξ1∂1 + η∂w + ζ∂φ, (2.35)

де

ξ0 = κ1x0 + d0, ξ1 = ax21 + 2κ2x1 + d1,

η = ax1 + κ2 + κ3, ζ = 4κ3φ.
(2.36)
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2. Максимальною локальною групою точкових перетворень еквiва-

лентностi рiвняння (2.34) є група, яка породжується iнфiнiтези-

мальним оператором

E = ξ0∂0 + ξ1∂1 + η∂w + ζ∂ψ, (2.37)

де

ξ0 = κ1x0 + d0, ξ1 = ax21 + 2κ2x1 + d1,

η = ax1 + κ2 + κ3, ζ = 3κ3ψ,
(2.38)

κ1, κ2, κ3, a, d0, d1 — довiльнi сталi.

Доведення проведемо для рiвняння (2.33), для рiвняння (2.34) до-

ведення проводиться аналогiчно. З умови iнварiантностi рiвняння

(2.33) при умовах

φxµ = 0, φw = 0, φw1
= 0

вiдносно оператора (2.35)

E
2
S = 0, E

2
φxµ = 0, E

2
φw = 0, E

2
φw1

= 0,

M M M M

де S = u0 − uf(ω1), M : {S = 0, φxµ = 0, φw = 0, φw1
= 0}, одер-

жуємо систему визначальних рiвнянь вiдносно невiдомих функцiй ξ0,

ξ1, η, ζ:

ξ01 = ξ0u = 0, ξ000 = 0, ξ10 = ξ1u = 0, ξ111 = 2η1, ηw = 0,

η0µ = 0, ζµ = 0, ζw = 0, ζ = e4wη11 + (4η − 2ξ11)φ
(2.39)

загальним розв’язком системи (2.39) є функцiї (2.36).

Теорему 2.2 доведено.

З точнiстю до перетворень еквiвалентностi з групи G∼, яка по-

роджується оператором (2.35), та замiни (2.32) виконаємо групову
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класифiкацiю рiвнянь другого порядку в класi вигляду (2.27). Ре-

зультати групової класифiкацiї наведено в наступних твердженнях.

Теорема 2.3. Алгеброю Лi ядра основних груп рiвнянь вигляду (2.27)

є алгебра

Aker = ⟨∂0, ∂1, D = 2x1∂1 + u∂u, K1 = x21∂1 + x1u∂u⟩.

Теорема 2.4. З точнiстю до перетворень з G∼ для класу рiвнянь

(2.27) iснує лише чотири випадки розширення максимальної в сен-

сi Лi алгебри iнварiантностi (нижче ω = u3u11 та наведено лише

базиснi оператори з доповнення до Aker):

1. f = ln(ω): Y1 = e4x0u∂u;

2. f = ωm: D1 = 4mx0∂0 − u∂u, m ̸= 0,±1
3 — довiльна стала;

3. f = ω−1
3 : D2 = 4x0∂0 + 3u∂u, Q1 = ∂u, Q2 = x1∂u;

4. f = ω
1
3 : D3 = 4x0∂0 − 3u∂u, G = u∂1, K2 = x1u∂1 + u2∂u.

Доведення обох теорем проведемо одночасно. Так як рiвняння (2.27)

еволюцiйне, то в силу леми доведеної в роботi [7] для будь-якої одно-

параметричної групи локальних перетворень симетрiї цього рiвнян-

ня, вiдповiдний iнфiнiтезимальний оператор має вигляд

X = ξ0(x0)∂0 + ξ1(x0, x1, u)∂1 + η(x0, x1, u)∂u.

З умови iнварiантностi [31, 32] рiвняння (2.27) вiдносно операто-

ра X, пiсля переходу на многовид заданий рiвнянням (2.27) в про-

довженому просторi, розщеплюючи (2.32) по степеням похiдної u1,

одержимо систему визначальних рiвнянь для знаходження функцiй



74 Роздiл 2. Еволюцiйнi рiвняння, iнварiантнi вiдносно розширеної

ξ0, ξ1, η, f :

ξ1uu = 0, ηuu = 2ξ11u,

[(2η1u − ξ111)u
4 − 3uξ1uω]ḟ + uξ1uf + ξ10 = 0,

[η11u
4 + (ηu − 2ξ11 + 3u−1η)uω]ḟ + [η − (ηu − ξ00)u]f + η0 = 0.

З першого та другого рiвнянь визначальної системи одержуємо

ξ1 = A(x0, x1)u+B(x0, x1),

η = A1u
2 + C(x0, x1)u+D(x0, x1),

(2.40)

де A, B, C, D — довiльнi гладкi функцiї. Якщо знайденi функцiї

(2.40) пiдставити в третє та четверте рiвняння визначальної системи

i розчепити їх по степенях u, то отримаємо наступнi умови:

B0 = A11 = C11 = D11 = 0, 2C1 = B11, (2.41)

A(3ωḟ − f) = A0, (2.42)

2(2C −B1)ωḟ + ξ00f = C0, (2.43)

D(3ωḟ + f) = D0 (2.44)

Роз’язком (2.41) є функцiї:

A = γ(x0)x1 + β(x0), B = c1x
2
1 + 2c2x1 + c3,

C = c1x1 + c2 + α(x0), D = σ(x0)x1 + s(x0),
(2.45)

де c1, c2, c3 – довiльнi сталi, α, β, γ, σ, s довiльнi гладкi функцiї.

Якщо f — довiльна функцiя, то розщеплюючи по f , ḟ , отримає-

мо, зокрема, такi визначальнi рiвняння A = D = ξ00 = 2C −B1 = 0,

розв’язком яких є функцiї:

ξ0 = c4, ξ1 = c1x
2
1 + 2c2x1 + c3, η = (c1x1 + c2)u,

де c1, c2, c3, c4 — довiльнi сталi, що доводить теорему 2.3.
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Опишемо всi можливi розширення МАI в класi рiвнянь (2.27).

Структурнi рiвняння для (2.42), (2.43) та (2.44) мають вигляд

k1ωḟ = k2f + k3, (2.46)

де k1, k2, k3 — деякi сталi. В залежностi вiд спiввiдношень мiж коефi-

цiєнтами ki з точнiстю до перетворень з G∼ отримуємо рiзнi вигляди

функцiї f . Зазначимо, що при k1 = 0 маємо f = const, тобто рiвняння

(2.27) стає виродженим.

Якщо k1 ̸= 0, то проаналiзувавши структуру рiвнянь (2.42)–

(2.44), приходимо до висновку, що можливi такi суттєво рiзнi ви-

падки: f = lnω та f = ωm, де m ̸= 0 довiльна стала. Розглянемо

отриманi випадки.

Нехай f = lnω, пiдставивши (2.45) в (2.42)–(2.44), отримуємо

α = c5e
4x0 та рiвняння ξ00 = A = D = 0, розв’язком яких є функцiї

ξ0 = c4, ξ
1 = c1x

2
1+2c2x1+ c3, η = (c1x1+ c2+ c5e

4x0)u. Що доводить

перший пункт теореми 2.4.

Якщо f = ωm, то пiсля пiдстановки (2.45) в (2.42)–(2.44) одер-

жимо:

(3m− 1)A = 0, A0 = 0, ξ00 = −4mα,

α̇ = 0, (3m+ 1)D = 0, D0 = 0.
(2.47)

При розв’язуваннi рiвнянь (2.47) виникають наступнi суттєво рiзнi

пiдвипадки: m ̸= 0,±1
3 ; m = −1

3 ; m = 1
3 . Для кожного з яких, провiв-

ши мiркування аналогiчнi наведеним вище, отримаємо другий, третiй

або четвертий пункти теореми 2.4. Теорему 2.4 доведено.

Сформулюємо результати групової класифiкацiї для рiвнянь тре-

тього порядку в класi вигляду(2.29).
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Теорема 2.5. Алгеброю Лi ядра основних груп рiвнянь вигляду (2.29)

є алгебра

Aker = ⟨∂0, ∂1, D = x1∂1 + u∂u, K = x21∂1 + 2x1u∂u⟩.

Теорема 2.6. З точнiстю до перетворень з G∼, породженої опе-

ратором (2.37), для класу рiвнянь (2.29) iснує лише три випадки

розширення максимальної в сенсi Лi алгебри iнварiантностi (ниж-

че ω = u2u111 та наведено лише базиснi оператори з доповнення до

Aker):

1. g = ln(ω): Y1 = e3x0u∂u;

2. g = ωm: D1 = 3mx0∂0 − u∂u, m ̸= 0,−1
2 — довiльна стала;

3. g = ω− 1
2 : D2 = 3x0∂0 + 2u∂u, Q1 = x21∂u, Q2 = x1∂u, Q3 = ∂u.

Доведення обох теорем проведемо одночасно. Система визначаль-

них рiвнянь має вигляд:

ξ01 = ξ0u = 0, ξ10 = ξ1u = 0, η = (ξ11 + α)u+ b, ξ1111 = 0,

[(3αu+ 2b)ω + b111u
3]ġ + (uξ00 + b)g = α̇u+ b0,

де α(x0), b(x) — довiльнi гладкi функцiї, з четвертого та третього

рiвнянь визначальної системи випливає, що

ξ1 = c1x
2
1 + c2x1 + c3, η = (2c1x1 + c2 + α)u+ b, (2.48)

де c1, c2, c3 — довiльнi сталi.

Коли (2.48) пiдставити в останнє рiвняння визначальної системи

i отримане рiвняння розчепити по степеням функцiї u, то одержимо:

b = βx21 + γx1 + σ, 3αωġ + ξ00g = α̇, 2ωbġ + bg = b0, (2.49)
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де β = β(x0), γ = γ(x0), σ = σ(x0) - довiльнi функцiї, що пiдлягають

визначенню.

Якщо g — довiльна функцiя, то розв’язком (2.49) будуть функцiї

ξ00 = α = B = 0, а координати iнфiнiтезимального оператора (2.27)

задають алгебру Aker. Теорему 2.5 доведено.

Структурнi рiвняння на функцiю g для (2.49) мають вигляд

(2.46), тому, аналогiчно доведенню попередньої теореми, можливi та-

кi нееквiвалентнi випадки: g = lnω, g = ωm. Перший випадок до-

водиться аналогiчно теоремi 2.4. Для другого випадку, коли g = ωm

пiдставити в (2.49) i отримане рiвняння розчепити по степеням змiн-

ної ω, то, зокрема, одержимо рiвняння (2m+1)b = 0, розв’язок якого

залежать вiд значення числового параметра m. Що задає пункти два

та три теореми 2.6.

Теорему 2.6 доведено.

Як випливає з доведеного, найбiльш широкою симетрiєю в класi

рiвнянь (2.27) володiють рiвняння

u0 = u2(u11)
1
3 , (2.50)

та

u0 = (u11)
− 1

3 . (2.51)

Найбiльш широкою симетрiєю в класi рiвнянь (2.28) володiє рiвняння

u0 = (u111)
− 1

2 . (2.52)

Слiд зазначити, що рiвняння (2.50) замiною

x0 → x0, x1 →
x1
u
, u→ 1

u

зводиться до рiвняння

u0 = (u11)
1
3 . (2.53)
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У роботi [81] за допомогою перетворень

x0 → x0, x1 → u1, u→ x1u1 − u

встановлено зв’язок мiж рiвняннями (2.51) та (2.53) i доведено, що

рiвняння (2.53) даною замiною зводиться до рiвняння (2.51).

Алгебри iнварiантностi рiвнянь (2.53), (2.51) та (2.52) склада-

ються з семи та восьми базових операторiв, що пiдтверджує факт,

доведений у роботi [24], про те, що алгебра iнварiантностi еволюцiй-

ного рiвняння складається не бiльше нiж з n+ 5 операторiв, де n —

це порядок еволюцiйного рiвняння.

Рiвняння (2.51), (2.53) видiленi i в роботах [3, 105] при прове-

деннi симетрiйної класифiкацiї рiвнянь u0 = F (u11) в залежностi вiд

вигляду функцiї F (u11), де доведено, що саме цi рiвняння володiють

найбiльш широкою симетрiєю. Слiд зазначити, що рiвняння (2.52)

видiлено як особливе i в роботi [84].

2.3. Групова класифiкацiя рiвнянь n-го порядку

В цьому пiдроздiлi ми розглянемо задачу узагальнити результа-

ти одержанi для рiвнянь (2.51)–(2.53) на випадок рiвняння довiльного

порядку. Розглянемо клас еволюцiйних рiвнянь вигляду:

u0 = f(un), (2.54)

де u0 = ∂u
∂x0

, un = ∂nu
∂xn1

, f — довiльна гладка функцiя змiнної un, тобто

функцiя f залежить лише вiд старшої похiдної un, причому fun ̸= 0.

Класифiкацiю таких рiвнянь, коли n = 2 проведено в роботах [3, 105],

тому надалi вважаємо, що n > 2.

Будь-яке рiвняння вигляду (2.54) можна привести до вигляду

un = F (u0), (2.55)
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де F — гладка функцiя, яка є оберненою до функцiї f . Тому всi твер-

дження сформулюємо для рiвняння (2.55).

Результати групової класифiкацiї для рiвнянь класу (2.55) наве-

демо в виглядi наступних трьох теорем.

Теорема 2.7. Алгеброю Лi ядра основних груп рiвнянь вигляду (2.55)

є алгебра

Aker = ⟨∂0, ∂1, nx0∂0 + x1∂1 + nu∂u, ∂u, x1∂u, x
2
1∂u, . . . , x

n−1
1 ∂u⟩.

Теорема 2.8. Алгебра Лi A∼ групи еквiвалентностi G∼ класу рiв-

нянь (2.55) породжується операторами з Aker (продовженими на

довiльний елемент F ) та операторами u∂u + nF∂F , x1∂1 − nF∂F .

Теорема 2.9. З точнiстю до перетворень з G∼ для класу рiвнянь

(2.55) при n > 2 iснує лише чотири випадки розширення макси-

мальної в сенсi Лi алгебри iнварiантностi (нижче наведено лише

базиснi оператори з доповнення до Aker):

1. F = eu0: Q = x1∂1 − nx0∂u;

2. F = ln u0: Q = n!x0∂0 − xn1∂u;

3. F = (u0)
m: D1 = (1 − m)x1∂1 + nu∂u, m ̸= −n+1

n−1 — довiльна

стала;

4. F = (u0)
−n+1
n−1 : D = 2x1∂1 + (n− 1)u∂u, K = x21∂1 + (n− 1)x1u∂u.

Доведення всi трьох теорем проведемо одночасно. Скористаємося

технiкою, запропонованою в роботi [92]. Оскiльки (2.54) є еволюцiй-

ним рiвнянням, то в силу леми з [7] будь-який iнфiнiтезимальний

оператор його лiївської симетрiї має вигляд

X = ξ0(x0)∂0 + ξ1(x0, x1, u)∂1 + η(x0, x1, u)∂u.
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Пiсля переходу на многовид, заданий рiвнянням (2.55) в продовже-

ному просторi, i розщеплення по похiдним u1, u2, . . . , un−1 отримаємо

систему визначальних рiвнянь

ξ1u = ηuu = 0, ηk u =
n− k

k + 1
ξ1k+1, k ∈ N, (2.56)

[η0 + (ηu − ξ00)u0 − ξ10u1]Ḟ = [ηu − nξ11 ]F + ηn. (2.57)

Якщо F — довiльна функцiя, то розщеплюючи (2.57) по F i Ḟ ,

отримаємо рiвняння ηu = nξ11 = ξ00 , ξ10 = η0 = ηn = 0, розв’язком

яких є функцiї ξ0 = c1x0+ c2, ξ1 = c1n
−1x1+ c3, η = c1u+Pn−1(x1),

де c1, c2, c3 — довiльнi сталi, Pn−1 — довiльний полiном n− 1 степеня

вiдносно змiнної x1, що доводить теорему 2.7.

Максимальна група еквiвалентностi класу рiвнянь (2.55) спiвпа-

дає з групою, породженою сукупнiстю однопараметричних перетво-

рень груп локальних симетрiй системи

un = F (u0), F0 = F1 = 0, Ful = 0, l = 1, n− 1, (2.58)

iнфiнiтезимальнi оператори яких мають вигляд

E = ξ0(x0, x1, u)∂0+ξ
1(x0, x1, u)∂1+η(x0, x1, u)∂u+ζ(x0, x1, u, F )∂F .

З умови iнварiантностi [32] системи (2.58) вiдносно оператора E, пi-

сля розщеплення за незв’язанними змiнними отримаємо систему виз-

начальних рiвнянь на коефiцiєнти оператора E, розв’язки якої за-

дають оператори, що породжують групу перетворень еквiвалентно-

стi G∼.

Теорема 2.8 доведена.

Опишемо всi можливi розширення МАI в класi рiвнянь (2.55).

Розв’язавши першi три рiвняння з (2.56), отримаємо

η = a(x0, x1)u+ b(x0, x1), ξ
1 = ξ1(x0, x1), (2.59)
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де a, b — гладкi функцiї.

Структурне рiвняння для (2.57) має вигляд

(k1u0 + k2)Ḟ = k3F + k4, (2.60)

де k1, . . . , k4 — деякi сталi. В залежностi вiд спiввiдношень мiж коефi-

цiєнтами ki з точнiстю до перетворень з G∼ отримуємо рiзнi вигляди

функцiї F . Зазначимо, що при k1 = k2 = 0 маємо a0 = b0 = a− ξ00 =

= ξ10 = 0, тобто розширення МАI немає.

Якщо k1 ̸= 0, k3 ̸= 0, то k2 = 0 i без обмеження загальностi

можна вважати k1 = 1, а розв’язком рiвняння (2.60) з точнiстю до

перетворень з групи G∼ є функцiя F = (u0)
m. Пiдставивши F в

рiвняння (2.57) та розчепивши по похiднiй u0, отримуємо:

(m− 1)a = mξ00 − nξ11 , a0 = b0 = ξ10 = 0, bn = 0.

В залежностi вiд значення m, з врахуванням рiвнянь (2.56), маємо

або третiй, або четвертий випадки теореми 2.9.

Якщо k1 ̸= 0, k3 = 0, то k2 = 0, k1 = 1, а розв’язком рiвняння

(2.60) з точнiстю до перетворень з групи G∼ є функцiя F = ln u0.

Пiдставивши F в рiвняння (2.58), аналогiчно як i в попередньому

випадку, одержимо:

a− ξ00 = bn, a0 = b0 = ξ10 = 0, a− nξ11 = 0.

В результатi отримуємо другий випадок теореми 2.9.

У випадку k1 = 0, k2 = 1 розв’язком рiвняння (2.60) з точнiстю

до перетворень з групи G∼ є функцiя F = eu0, а рiвняння (2.58)

розпадається на систему рiвнянь:

a− ξ00 = 0, a0 = ξ10 = 0, b0 = a− nξ11 , bn = 0,

якi разом з (2.59) задають перший випадок теореми 2.9.
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Теорему 2.9 доведено.

Зауваження. Результати отриманi нами в теоремi 2.9 для рiв-

няння u0 = (un)
−n−1
n+1 узагальнюють результати, одержанi Б.А. Мага-

деєвим для цього рiвняння в роботах [23, 24].

2.4. Iнварiанти, анзаци та редукованi рiвняння

Як випливає з теореми 2.4, одним з рiвнянь вигляду (2.27), що

володiє найбiльш широкою симетрiєю, є рiвняння (2.50). Використа-

ємо симетрiю цього рiвняння для проведення редукцiї.

У теоремi 2.4 доведено, що максимальна алгебра iнварiантностi

рiвняння (2.50) задається базовими операторами

∂0, ∂1, D = 2x1∂1 + u∂u, K1 = x21∂1 + x1u∂u,

D3 = 4x0∂0 − 3u∂u, G = u∂1, K2 = x1u∂1 + u2∂u.
(2.61)

З зображення операторiв алгебри iнварiантностi рiвняння (2.50) вип-

ливає, що його iнварiантний розв’язок має вигляд:

W = φ(ω), (2.62)

де φ — довiльна гладка функцiя, а ω, W — першi iнтеграли системи

диференцiальних рiвнянь:

ẋ0 = 4κ1x0 + d0, ẋ1 = a1x
2
1 + (a2x1 + g)u+ 2κ1x1 + d1,

u̇ = a1x1u+ a2u
2 + (κ2 − 3κ1)u,

(2.63)

котрi є iнварiантами алгебри (2.61). Пiдстановки вигляду (2.62) є

(див. [62]) iнварiантними анзацами рiвняння (2.50).

У залежностi вiд спiввiдношень мiж параметрами κ1, κ2, a1, a2,

d0, d1, g, отримаємо рiзнi розв’язки системи (2.63).
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У таблицi 3.1 наведено нееквiвалентнi анзаци побудованi за до-

помогою алгебри (2.61) i редукованi рiвняння, отриманi пiсля пiдста-

новки цих анзацiв у рiвняння (2.50).

Tаблиця 3.1

ω Анзац Редукованi рiвняння

x0 u = φ(ω) φ′ = 0

x0 u = x1φ(ω) φ′ = 0

x0 u =
√
x1φ(ω) φ′ = − λ

3√4
φ

7
3

x0 u =
√
x21 + 1φ(ω) φ′ = λφ

7
3

x0 u =
√
x21 − 1φ(ω) φ′ = −λφ 7

3

x0
x1
u + k

u2
= φ(ω) φ′ = −λ 3

√
2k

x1 +mx0 u = φ(ω) mφ′ = λφ2(φ′′)
1
3

1
x1 +mx0 u = x1φ(ω) mφ′ = λφ2(φ′′)

1
3

lnx1 +mx0 u =
√
x1φ(ω) mφ′ = λφ2(φ′′ − 1

4φ)
1
3

arctgx1 +mx0 u =
√
x21 + 1φ(ω) mφ′ = −λφ2(φ′′ + φ)

1
3

arcthx1 +mx0 u =
√
x21 − 1φ(ω) mφ′ = λφ2(φ′′ − 1

4φ)
1
3

1
u +mx0

x1
u + k

u2
= φ(ω) mφ′ = λφ(φφ′′ − 2φ

′
)

1
3

1
u +mx0

u
x1 = φ(ω) mφ′ = −λ(2− φ′′)

1
3

x1 + kx0u+mx0 u = φ(ω) k +mω = −λω2(φ′′)
1
3

x1 +m lnx0 u = x
− 3

4
0 φ(ω) mφ′ − 3

4φ = λφ2(φ′′)
1
3

1
x1 +m lnx0 u = x

− 3
4

0 x1φ(ω) mφ′ − 3
4φ = λφ2(φ′′)

1
3

lnx1 +m lnx0 u = x
− 3

4
0

√
x1φ(ω) mφ′ − 3

4φ = λφ2(−1
4φ− φ′′)

1
3

arctgx1 +m lnx0 u = x
− 3

4
0

√
x21 + 1φ(ω) mφ′ − 3

4φ = λφ2(φ+ φ′′)
1
3

arcthx1 +m lnx0 u = x
− 3

4
0

√
x21 − 1φ(ω) mφ′ − 3

4φ = λφ2(φ′′ − φ)
1
3

1
u +m lnx0 x

− 3
2

0 x1u
−1 = φ(ω) φ = 2

3λω(2φ
′ + ωφ′′)

1
3

x1
u +m lnx0 x

− 3
2

0 u−1 = φ(ω) m− 3
2ωφ

′ = −λω(ωφ′′ + 2φ′)
1
3

Отриманi редукованi рiвняння — звичайнi диференцiальнi рiв-

няння другого порядку, якi можна розв’язати. Наприклад, для сьо-

мого випадку таблицi проiнтегрувавши редуковане рiвняння, отри-

маємо розв’язок рiвняння (2.50)

C1u+ C2 + λ3u−4 = −20m3(x1 +mx0),

де C1 та C2 — довiльнi сталi. Проiнтегрувавши редуковане рiвняння

та використавши вiдповiдний анзац, аналогiчно у восьмому випадку
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розв’язок рiвняння (2.50) має вигляд

C1u+ C2 + λ3u−4 = −20m3(x−1
1 +mx0).

Для редукованого рiвняння наведеного в тринадцятому пунктi таб-

лицi 3.1 вдалося знайти розв’язок у параметричному виглядi. Тодi

розв’язок рiвняння (2.50) має вигляд

u

x1
=

(
λ

m

)2 ∫
τdτ

τ 3 + 2
,

1

u
+mx0 =

λ

m

∫
dτ

τ 3 + 2

Для чотирнадцятого пункту таблицi 3.1 розв’язок редукованого рiв-

няння задає наступний розв’язок рiвняння (2.50)

uω4 = ω4P1(ω) +
m3

3
ω3 +

m2k

2
ω2 +

mk2

4
ω +

k3

20
,

де P1(ω) — довiльний многочлен першого степеня вiд

ω = x1 + kx0u+mx0.

Алгебра iнварiантностi, що визначається операторами (2.61), за-

дає формулу розмноження розв’язкiв:

uII(x0, x1) =
exp(θ3 + θ2)u

I(x′0, x
′
1)

1 + θ5θ4x1 exp(2θ3) + θ6 exp(θ2)u
I(x′0, x

′
1) + θ4

, (2.64)

де x′0 = exp(−4
3θ2)x0 + θ1,

x′1 =
exp(2θ3)x1 + θ7 exp(θ2)u

I(x′0, x
′
1) + θ5

1 + θ5θ4x1 exp(2θ3) + θ6 exp(θ2)u
I(x′0, x

′
1) + θ4

,

а θ1, θ2, θ3, θ4, θ5, θ6, θ7 — довiльнi константи, uI , uII — розв’язки

рiвняння (2.50).

2.5. Системи нелiнiйних рiвнянь теплопровiдностi

Розглянемо вiдоме узагальнення рiвняння (2.1) на випадок сис-

теми рiвнянь вiдносно двох функцiй:

U0 = ∂1[F (U)U1], (2.65)
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де U =

 u1

u2

, F =

 F 11 F 12

F 21 F 22

, F ab = F ab(u1, u2) — довiльнi

гладкi функцiї, ua = ua(x0, x1), a, b = 1, 2.

Система (2.65) при конкретних нелiнiйностях знаходить широке

застосування в теорiї процесiв теплопровiдностi, дифузiї, описує ево-

люцiю температури u1 та густини u2 у термоядернiй плазмi [8, 112].

Повний симетрiйний аналiз нелiнiйної системи (2.65) досi не прове-

дено. Зазначимо, що в роботах [42, 60, 71] побудованi класи нелiнiй-

них систем двох рiвнянь параболiчного типу, iнварiантних вiдносно

алгебри Галiлея та її розширень. При деяких конкретних виглядах

системи рiвнянь (2.65) дослiдженi її симетрiйнi властивостi i знайденi

точнi розв’язки в роботах [64].

У даному пiдроздiлi поставлена та розв’язана задача: дослiдити,

при яких функцiях F ab система (2.65) iнварiантна вiдносно розшире-

ної конформної алгебри

AC1(1) = ⟨∂0, ∂1, D = 2x1∂1 +Q, K = x21∂1 + x1Q⟩, (2.66)

де Q = (mabu
b + na)∂ua, mab, na — довiльнi сталi, a, b = 1, 2.

Для того, щоб система (2.65) була iнварiантна вiдносно розшире-

ної конформної алгебри (2.66) необхiдно, щоб вона була iнварiантна

вiдносно алгебри A = ⟨∂0, ∂1, D⟩. Результатом таких дослiджень є

наступне твердження.

Теорема 2.10. Система рiвнянь (2.65) iнварiантна вiдносно алгеб-

ри A = ⟨∂0, ∂1, D⟩ тодi i тiльки тодi, коли:

F ab = e4u
1

fab, (2.67)
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де D = D1 = 2x1∂1 + ∂u1, ω = u2;

F 11 = (u1)
4
λf 11, F 12 = (u1)1−k+

4
λf 12,

F 21 = (u1)k−1+ 4
λf 21, F 22 = (u1)

4
λf 22,

(2.68)

де D = D2 = 2x1∂1 + λ(u1∂u1 + ku2∂u2), ω = (u1)−ku2, λ ̸= 0;

F 11 = e4u
1

f 11, F 12 = e(4−k)u
1

f 12,

F 21 = e(4+k)u
1

f 21, F 22 = e4u
1

f 22,
(2.69)

де D = D3 = 2x1∂1 + ∂u1 + ku2∂u2, ω = ln u2 − ku1;

F 11 = (u1)
4
λ

(
f 11 − k ln(u1)f 12

)
, F 12 = (u1)

4
λf 12,

F 21 = (u1)
4
λ

(
f 21 + k(f 11 − f 22) ln(u1)− k2ln2(u1)f 12

)
,

F 22 = (u1)
4
λ (f 22 + k ln(u1)f 12),

(2.70)

де D = D4 = 2x1∂1+λ(u
1∂u1+(ku1+u2)∂u2), ω = u2

u1
−k ln(u1), k ̸= 0;

F 11 = e
4u1

u2

(
f 11 +

u1

u2
f 21

)
,

F 12 = e
4u1

u2

(
f 12 +

u1

u2
(f 22 − f 11)− (

u1

u2
)2f 21

)
,

F 21 = e
4u1

u2 f 21, F 22 = e
4u1

u2 (f 22 − u1

u2
f 21),

(2.71)

де D = D5 = 2x1∂1 + u2∂u1, ω = u2;

F 11 = e
4u2

k

(
f 11 +

u2

k
f 21

)
, F 21 = e

4u2

k f 21,

F 12 = e
4u2

k

(
f 12 +

u2

k
(f 22 − f 11)− (

u2

k
)2f 21

)
,

F 22 = e
4u2

k

(
f 22 − u2

k
f 21

)
,

(2.72)

де D = D6 = 2x1∂1 + u2∂u1 + k∂u2, ω = (u2)2 − 2ku1, k ̸= 0.

У формулах (2.67)–(2.72) λ, k — довiльнi сталi, fab = fab(ω) —

довiльнi гладкi функцiї.
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Доведення. Iнфiнiтезимальний оператор алгебри iнварiнтностi сис-

теми (2.65) має вигляд

X = ξµ(x0, x1, u
1, u2)∂µ + ηa(x0, x1, u

1, u2)∂ua. (2.73)

З умови iнварiантностi системи (2.65) вiдносно оператора (2.73)

одержуємо систему визначальних рiвнянь для знаходження коорди-

нат iнфiнiтезимального оператора (2.73) та функцiй F ab:

ηcF ab
uc + (ξ00 − 2ξ11)F

ab + ηcubF
ac − ηaucF

cb = 0,

ηc1(F
ac
ub + F ab

uc ) + 2ηc1ubF
ac − ξ111F

ab + δabξ
1
0 = 0,

ηb11F
ab − ηa0 = 0, ηaucudF

db + ηaubudF
dc = 0,

(2.74)

де a, b, c, d = 1, 2.

Координати ξµ, ηa iнфiнiтезимального оператора алгебри (2.66)

мають вигляд:

ξ0 = d0, ξ1 = 2κx1 + d1, ηa = κ(mabu
b + na), (2.75)

де d0, d1, κ,mab, na — довiльнi сталi.

У залежностi вiд спiввiдношень мiж коефiцiєнтами mab, na одер-

жуємо шiсть нееквiвалентних зображень виразу Q (цей факт є ре-

зультатом розв’язування окремої задачi, яка детально описана в ро-

ботi [11]). А саме:

1. Q1 = ∂u1;

2. Q2 = λ(u1∂u1 + ku2∂u2);

3. Q3 = ∂u1 + ku2∂u2, k ̸= 0;

4. Q4 = λ(u1∂u1 + (ku1 + u2)∂u2);

5. Q5 = u2∂u1 + k∂u2;
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6. Q6 = λ((ku1 + u2)∂u1 + (ku2 − u1)∂u2), де k — довiльна стала.

Пiдставивши функцiї (2.75) в систему визначальних рiвнянь для

кожного з зображень Qi (i = 1, 6), отримаємо системи рiвнянь для

визначення функцiй F ab:

1. F ab
1 = 4F ab;

2. λu1F 11
1 + λku2F 11

2 = 4F 11, λu1F 12
1 + λku2F 12

2 = (4+ λ− λk)F 12,

λu1F 22
1 + λku2F 22

2 = 4F 22, λu1F 21
1 + λku2F 21

2 = (4+ λk− λ)F 21;

3. F 11
1 + ku2F 11

2 = 4F 11, F 12
1 + ku2F 12

2 = (4− k)F 12,

F 22
1 + ku2F 22

2 = 4F 22, F 21
1 + ku2F 21

2 = (4 + k)F 21;

4. λu1F 11
1 + λ(ku1 + u2)F 11

2 = 4F 11 − λkF 12,

λu1F 12
1 + λ(ku1 + u2)F 12

2 = 4F 12,

λu1F 21
1 + λ(ku1 + u2)F 21

2 = 4F 21 + k(F 11 − F 22),

λu1F 22
1 + λ(ku1 + u2)F 22

2 = 4F 22 + λkF 12;

5. u2F 11
1 + kF 11

2 = 4F 11 + F 21, u2F 12
1 + kF 12

2 = 4F 12 − F 11 + F 22,

u2F 21
1 + kF 21

2 = 4F 21, u2F 22
1 + kF 22

2 = 4F 22 − F 21;

6. λ(ku1 + u2)F 11
1 + λ(ku2 − u1)F 11

2 = 4F 11 + λ(F 12 + F 21),

λ(ku1 + u2)F 12
1 + λ(ku2 − u1)F 12

2 = 4F 12 + λ(F 22 − F 11),

λ(ku1 + u2)F 22
1 + λ(ku2 − u1)F 22

2 = 4F 21 + λ(F 22 − F 11),

λ(ku1 + u2)F 21
1 + λ(ku2 − u1)F 21

2 = 4F 22 − λ(F 12 + F 21).

Розв’язками цих систем i будуть функцiї (2.67)–(2.72) вiдповiдно.

Теорему 2.10 доведено.
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Доповнимо тепер алгебру A оператором

K = x21∂1 + ηa(x0, x1, u⃗)∂ua. (2.76)

З комутацiйних спiввiдношень мiж операторами утвореної алгебри

однозначно визначається зображення оператора K:

K = x1D − x21∂1. (2.77)

Тобто, якщо доповнити алгебру A оператором (2.77), то одержимо

розширену конформну алгебру AC1(1). Дослiдимо, при яких фун-

кцiях F ab система (2.65) є iнварiантною вiдносно цiєї алгебри. Ре-

зультатом цих дослiджень є наступне твердження.

Теорема 2.11. Система (2.65) iнварiантна вiдносно розширеної кон-

формної алгебри AC1(1) тодi i тiльки тодi, коли вона локально ек-

вiвалентна однiй з наступних систем:

U0 = ∂11[(u
1)−

1
3Φ(ω)], ω = (u1)−1u2, (2.78)

де D = 2x1∂1 − 3I;

U0 = ∂1[(u
1)−1∂1(Φ(ω))], ω = (u1)−1u2, (2.79)

де D = 2x1∂1 − 2I;

u10 = ∂11[(u
2)−

1
3φ(ω)], u20 = ∂1[(u

1)−
2
3∂1(ψ(ω))], ω = (u1)−

2
3u2, (2.80)

де D = 2x1∂1 − 3u1∂u1 − 2u2∂u2.

У формулах (2.78)–(2.80) φ, ψ, Φ(ω) =

 φ1

φ2

 — довiльнi гладкi

функцiї, I = u1∂u1 + u2∂u2.

Доведення. Знайдемо, при яких функцiях F ab система (2.65) буде

iнварiантна вiдносно алгебри AC1(1) для кожного з отриманих її не-

еквiвалентних зображень.
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I. Розглянемо спочатку алгебру (2.66) при D = D1. Пiдставивши

координати iнфiнiтезимального оператора цiєї алгебри

ξ0 = d0, ξ
1 = ax21 + 2bx1 + d1, η

1 = (ax1 + b), η2 = 0,

де d0, d1, a, b — довiльнi сталi, в систему визначальних рiвнянь (2.74)

та врахувавши формули (2.67), отримаємо, що функцiї F ab = 0, а це

означає, що система (2.65) стає вироджена, тому цей випадок нас не

цiкавить. Аналогiчна ситуацiя спостерiгається, коли

D = D3, D = D5, D = D6.

II. При D = D2, пiдставивши координати iнфiнiтезимального

оператора

ξ0 = d0, ξ
1 = ax21+2bx1+d1, η

1 = λ(ax1+ b)u
1, η2 = λ(ax1+ b)ku

2

та формули (2.68) в систему визначальних рiвнянь, пiсля спрощень,

отримаємо систему:

(1 + 3
λ)(f

11 + kωf 12) = 0,

˙f 11 + kω ˙f 12 + (k + 1 + 2
λ)f

11 = 0,

(k + 3
λ)(f

21 + kωf 22) = 0,

˙f 21 + kω ˙f 22 + 2(k + 1
λ)f

22 = 0.

(2.81)

Очевидно, що розв’язок системи рiвнянь (2.81) залежить вiд значен-

ня сталих λ та k. Отримуємо такi нееквiвалентнi випадки:

II.1. Коли λ = −3, k = 1 розв’язком системи рiвнянь (2.81) є функцiї:

f 12 = λ12ω
− 4

3 − ω−1f 11 + 1
3ω

−4
3

∫
ω−2

3f 11dω,

f 21 = λ22ω
− 4

3 − ω−1f 21 + 1
3ω

−4
3

∫
ω−2

3f 21dω,
(2.82)

де λ12, λ22 — довiльнi сталi, f 11 = f 11(ω), f 21 = f 21(ω) — довiльнi

гладкi функцiї. Якщо (2.82) пiдставити в (2.65), то пiсля деяких пе-

репозначень довiльних функцiй отримаємо систему рiвнянь (2.78);
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II.2. При λ = −3, k = 2
3 розв’язком системи рiвнянь (2.81) є функцiї:

f 12 = λ12ω
−3

2 − 3
2ω

−1f 11 + 3
4ω

−3
2

∫
ω−1

2f 11dω,

f 21 = −2
3ωf

22.
(2.83)

Якщо функцiї (2.83) пiдставити в систему (2.65), то пiсля спрощень

отримаємо систему рiвнянь (2.80);

II.3. Коли λ = −2, k = 3
2 розв’язком системи рiвнянь (2.81) є функцiї:

f 11 = −3
2ωf

11,

f 22 = λ22ω
−4

3 − 2
3ω

−1f 21 + 2
9ω

−4
3

∫
ω−2

3f 21dω,
(2.84)

пiдставивши якi в систему (2.65), отримаємо систему, яка є локально

еквiвалентна системi рiвнянь (2.80);

II.4. Якщо λ = −2, k = 1, то розв’язком системи рiвнянь (2.81) є

функцiї:

f 11 = −ωf 12, f 21 = −ωf 22. (2.85)

Пiдставивши функцiї (2.85) в систему (2.65), пiсля деяких спрощень

отримаємо систему (2.79);

Випадки II.5 λ = −3, k ̸= 2
3 , 1; II.6 λ = −2, k ̸= 3

2 , 1 та II.7 λ ̸= −3,−2

приводять до виродженої системи вигляду:

u10 + ∂1(F
1aua) = 0, u20 = 0, або u10 = 0, u20 = 0.

III. При D = D4, пiдставивши координати iнфiнiтезимального

оператора

ξ0 = d0, ξ1 = ax21+2bx1+d1, η1 = λ(ax1+b)u
1, η2 = λ(ax1+b)(ku

1+u2)

та формули (2.70) в систему визначальних рiвнянь, пiсля спрощень
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отримаємо систему:

(1 + 3
λ)(1 +

2
λ)f

12 = 0, (1 + 3
λ)[f

11 + (k + ω)f 12] = 0,

(1 + 3
λ)(1 +

2
λ)f

22 + k(2 + 5
λ)f

12 = 0,

kf 11 + k(k + ω)f 12 + (1 + 3
λ)f

21 + (k + ω)(1 + 3
λ)f

22 = 0.

(2.86)

Розв’язок системи рiвнянь (2.86) залежить вiд значення сталих λ та

k, пiсля пiдстановки яких у задану систему (2.65), отримуємо невиро-

дженi системи лише при умовi, коли k = 0, що є частинним випадком

пункту II.

Теорему 2.11 доведено.

Зауваження. З теореми 2.11 випливає, що iснують три рi-

знi реалiзацiї розширеної конформної алгебри AC1(1) (2.66), вiднос-

но яких iнварiантна система (2.65). Вони реалiзуються наступним

виглядом оператора Q:

1. Q = −3I;

2. Q = −2I;

3. Q = −3u1∂u1 − 2u2∂u2.

У [65] розглянута система (2.65), коли матриця F має спе-

цiальний вигляд F =

 F 11(u) F 12(u, v)

F 21(u, v) F 22(v)

, де u = u1, v = u2

i показано, що ця система iнварiантна вiдносно розширеної кон-

формної алгебри, яка реалiзується першими двома зображеннями.

Результати цiєї статтi отримуються з формул (2.78) та (2.79),

якщо вибрати спецiальним чином функцiї Φ. А саме для системи

рiвнянь (2.78) функцiя Φ має вигляд

Φ =

 λ1

λ3

+

 λ2

λ4

ω− 1
3 , а для системи (2.79) — Φ =

 λ1

λ2

 ln(ω).
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Третє зображення для такого вигляду матрицi F не iснує.

Система рiвнянь (2.65) в загальному виглядi дослiджувалась

також i в роботi [66], де отримано тiльки першi двi реалiзацiї ал-

гебри AC1(1).

2.6. Системи еволюцiйних рiвнянь n-го порядку

Розглянемо систему еволюцiйних рiвнянь, що узагальнює рiв-

няння (2.11) на випадок двох функцiй вiдносно двох невiдомих x0, x1:

U0 = F (x0, x1, U, U(n)), (2.87)

де U =

 u1

u2

, U(n) =

 u1(n)

u2(n)

, F =

 f 1

f 2

 — довiльнi гладкi

функцiї.

Розв’яжемо задачу: видiлити з класу систем (2.87) тi, що є iнва-

рiантними вiдносно розширеної конформної алгебри AC1(1):

⟨∂0, ∂1, D = 2x1∂1 + ua∂ua, K = x21∂1 + x1u
a∂ua⟩. (2.88)

Очевидно, що iнварiантнiсть системи (2.87) вiдносно двовимiрної

алгебри трансляцiй з базисними операторами ∂0, ∂1, вимагає, щоб

(2.87) мала вигляд:

U0 = F (U, U(n)). (2.89)

Тому надалi будемо дослiджувати систему рiвнянь (2.89). Справе-

дливе наступне твердження.

Теорема 2.12. Система (2.89) iнварiантна вiдносно алгебри AC1(1)

(2.88) тодi i тiльки тодi, коли вона має вигляд:

U0 = uF, F =

 f 1

f 2

 , (2.90)
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де fa = fa(ω01, ω02, ω11, ω12, . . . , ω1,n−1, ω21, ω22, . . . , ω2,n−1) —

довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв,

ω01 = u1

u2 , ω02 = u2u11 − u1u21, ωak = ((ua)2∂1)
k−1((ua)3ua11)

(суми по iндексу a немає), k = 1, n− 1, a = 1, 2.

Доведення. Перепишемо систему (2.89) в еквiвалентнiй формi

Φ(U0, U, U(n)) = 0, (2.91)

де Φ =

 Φ1

Φ2

 — довiльнi гладкi функцiї такi, що
∂Φ1

∂u10

∂Φ1

∂u20
∂Φ2

∂u10

∂Φ2

∂u20

̸= 0.

Так як система (2.91) iнварiантна вiдносно алгебри зсувiв ⟨∂0, ∂1⟩ при

довiльних функцiях Φa, то з’ясуємо вигляд функцiї Φa при яких дана

система є iнварiантною вiдносно операторiв D i K. Запишемо iнфiнi-

тезимальний оператор у виглядi

X = κD + aK = (ax21 + 2κx1)∂1 + (ax1 + κ)ua∂ua, (2.92)

де κ i a — довiльнi параметри. Умова iнварiантностi системи (2.91)

вiдносно оператора (2.92) має вигляд

X
n
Φ = 0.

Φ = 0
(2.93)

З умови (2.93) одержуємо систему:

0η1Φa
u10
+ 0η2Φa

u20
+ η1Φa

u1 + η2Φa
u2 +

1η1Φa
u11
+ 1η2Φa

u21
+

+ . . .+ nη1Φa
u1n

+ nη2Φa
u2n

= 0,
(2.94)

причому потрiбно знайти її загальний розв’язок при умовi (2.91). У

формулi (2.94) 0ηa, 1ηa, . . . , nηa — координати продовженого опера-

тора X
n

, a = 1, 2. Загальним розв’язком системи (2.94) є функцiї

Φa = Φa(J1, . . . , Jn−1, . . . , J2n+2), (2.95)



2.6. Системи еволюцiйних рiвнянь n-го порядку 95

де J1, . . . , J2n+2 — першi iнтеграли системи звичайних диференцiаль-

них рiвнянь

du10
0η1

=
du20
0η2

=
du1

η1
=
du11
1η1

=
du2

η2
=
du21
1η2

= . . . =
du1n
nη1

=
du2n
nη2

. (2.96)

Аналогiчно, як i в теоремi 2.1, одержуємо, що першi iнтеграли систем

du1

η1
=
du11
1η1

= . . . =
du1n
nη1

,
du2

η2
=
du21
1η2

= . . . =
du2n
nη2

(2.97)

мають вигляд

Jak = ((ua)2∂1)
k−1((ua)3ua11), k = 1, n− 1, (2.98)

де суми по iндексу a немає.

Залишається знайти першi iнтеграли системи w1, w2, w3, w4, якi

є розв’язком диференцiальної системи

du10
0η1

=
du20
0η2

=
du1

η1
=
du2

η2
=

d(u2u11 − u1u21)

u11 η
2 − u21 η

1 − u1 1η2 + u2 1η1
. (2.99)

Оскiльки як для оператора (2.92)

ηa = (ax1 + κ)ua, 0ηa = (ax1 + κ)ua0,
1ηa = aua − (ax1 + κ)ua1,

(2.100)

то пiдставляючи (2.100) в (2.99), одержимо

du10
(ax1 + κ)u10

=
du20

(ax1 + κ)u20
=

du1

(ax1 + κ)u1
=

du2

(ax1 + κ)u2
=

=
du2u11 − u1u21

0
.

(2.101)

Розв’язуючи рiвняння (2.101), знаходимо

w3 =
u10
u1
, w4 =

u20
u2
, w1 =

u1

u2
, w2 = u2u11 − u1u21. (2.102)

Отже, загальний розв’язок системи (2.94) при умовi (2.91) має вигляд

Φa

(
u10
u1
,
u20
u2
,
u1

u2
, u2u11 − u1u21, I

1, I2
)

= 0 (2.103)
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або

u10
u1

= f 1(
u1

u2
, u2u11 − u1u21, I

1, I2),

u20
u2

= f 2(
u1

u2
, u2u11 − u1u21, I

1, I2),

(2.104)

де Ia = (Ja1, Ja2, . . . , Jan−1) заданi формулами (2.98). З формул (2.104),

(2.98) одержуємо систему (2.90).

Теорему 2.12 доведено.

Зауважимо, що для конкретних рiвнянь можуть виникати реа-

лiзацiї подiбнi до (2.88), коли оператори D, K мають вигляд

D = 2x1∂1 +m1au
a∂ua, K = x21∂1 +m1ax1u

a∂ua,

де m1a — довiльнi константи одночасно нерiвнi нулю.

Якщо m11 ̸= 0, m12 ̸= 0, то такi реалiзацiї зводяться до (2.88)

локальними перетвореннями u1 → (u1)m11, u2 → (u2)m12.

Коли хоча б одна з сталих m11, m12 дорiвнює нулю, то такi реалi-

зацiї локальними перетвореннями u1 → u1, u2 → (u2)m2 зводяться до

⟨∂0, ∂1, D = 2x1∂1 + u2∂u2, K = x21∂1 + x1u
2∂u2⟩. (2.105)

Розглянемо iнварiантнiсть вiдносно алгебри (2.105) на прикладi ево-

люцiйної системи рiвнянь другого порядку.

Одною з систем еволюцiйних рiвнянь, яка узагальнює рiвнян-

ня (2.1) на випадок двох функцiй u1 = u1(x0, x1), u2 = u2(x0, x1), є

система:

U0 = F (x0, x1, U, U1, U11), (2.106)

де U1 =

 u11

u21

, U11 =

 u111

u211

, F =

 f 1

f 2

 — довiльнi гладкi

функцiї.
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Дослiдимо, при яких F система (2.106) iнварiантна вiдносно роз-

ширеної конформної алгебри (2.105).

Зрозумiло, що iнварiантнiсть системи рiвнянь (2.106) вiдносно

двовимiрної алгебри трансляцiй з базисними операторами ∂0, ∂1 ви-

магає, щоб система (2.106) мала вигляд:

U0 = F (U,U1, U11). (2.107)

Тому надалi будемо дослiджувати систему (2.107). Результатом цих

дослiджень наступна теорема.

Теорема 2.13. Система рiвнянь (2.107) iнварiантна вiдносно роз-

ширеної конформної алгебри (2.105), коли вона має вигляд:

u10 = f 1(ω1, ω2, ω3, ω4),

u20 = u2f 2(ω1, ω2, ω3, ω4),
(2.108)

де ω1 = u1, ω2 = u11(u
2)2, ω3 = 2u2u21 −

(u2)2

u11
u111, ω4 = (u2)3u211, f 1

та f 2 — довiльнi гладкi функцiї.

Доведення. З умови iнварiантностi системи (2.107) вiдносно опера-

тора X = (ax21 + 2bx1)∂1 + (ax1 + b)u2∂u2, отримуємо систему визна-

чальних рiвнянь для визначення функцiй f 1 та f 2:

−au2f 1u2 + 2au1f 1
u11
+ au21f

1
u21

+ 4au111f
1
u111

+ 3au211f
1
u211

= 0,

−bu2f 1u2 + 2bu11f
1
u11
− (au2 − bu21)f

1
u21
+ 2(au11 + 2bu111)f

1
u111

+

+3bu211f
1
u211

= 0,

af 2 − au2f 2u2 + 2au11f
2
u11
+ au21f

2
u21
+ 4au111f

2
u111

+ 3au211f
2
u211

= 0,

bf 2 − bu2f 2u2 + 2bu11f
2
u11
− (au2 − bu21)f

2
u21
+ 2(au11 + 2bu111)f

2
u111

+

+3bu211f
2
u211

= 0.

(2.109)
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Зрозумiло, що розв’язок системи рiвнянь (2.109) залежить вiд зна-

чень коефiцiєнтiв a та b.

При a = 0, b = 0 система (2.109) зaдовольняється при довiльних

fa, а система (2.107) буде iнварiантна вiдносно операторiв ∂0, ∂1.

Щоб знайти загальний розв’язок системи (2.109), при a = 0 та

b ̸= 0 необхiдно визначити першi iнтеграли наступних систем звичай-

них диференцiальних рiвнянь:

du1

0
=
du2

u2
= −du

1
1

2u11
= −du

2
1

u21
= −du

1
11

4u111
= −du

2
11

3u211
=
df 1

0
,

du1

0
=
du2

u2
= −du

1
1

2u11
= −du

2
1

u21
= −du

1
11

4u111
= −du

2
11

3u211
=
df 2

f 2
.

(2.110)

Розв’язком (2.110) є функцiї

f 1 = f 1(u1, (u2)2u11, u
2u21, (u

1
1)

−2u111, (u
2)3u211),

f 2 = u2f 2(u1, (u2)2u11, u
2u21, (u

1
1)

−2u111, (u
2)3u211),

(2.111)

а система (2.107) буде iнварiантна вiдносно операторiв ∂0, ∂1, D.

При a ̸= 0, функцiї F 1, F 2 будуть розв’язками системи (2.109),

якщо вони задовольняють наступну систему рiвнянь:

u2f 1u21 − 2u11f
1
u111

= 0, u2f 2u21 − 2u11f
2
u111

= 0. (2.112)

Пiдставивши функцiї (2.111) в (2.112) отримаємо функцiї (2.108).

Теорему 2.13 доведено.



РОЗДIЛ 3

Класифiкацiя систем квазiлiнiйних еволюцiйних

рiвнянь iнварiантних вiдносно алгебр Галiлея

У даному роздiлi розглядаються системи рiвнянь iнварiантнi вiд-

носно алгебри Галiлея та її розширень. Вивчено симетрiйнi власти-

востi системи рiвнянь теорiї проникання, що описує адiабатичний рух

нев’язкої стисливої рiдини у випадку вiдсутностi та наявностi масо-

вих сил. Встановлено нелiнiйностi, при яких ця система iнварiантна

вiдносно узагальненої алгебри Галiлея у випадках наявностi та вiдсу-

тностi осьової симетрiї. Дослiджено симетрiйнi властивостi системи

еволюцiйних рiвнянь третього порядку. Серед широкого класу таких

систем за допомогою симетрiйних методiв вiдiбрано тi, якi iнварiант-

нi вiдносно алгебри Галiлея та її розширень операторами масштабних

та проективних перетворень.

3.1. Iнварiантнiсть рiвнянь теорiї проникання вiднос-

но алгебри Галiлея та її розширень

Добре вiдомi такi результати:

а) [39, 56] нелiнiйнi хвильовi рiвняння

2u = F (x, u)

є iнварiантними вiдносно конформної алгебри AC(1, n) тодi i тiльки
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тодi, коли вони є локально еквiвалентними рiвнянню

2u = λu
n+3
n−1 , (3.1)

де λ – довiльна стала, а n — розмiрнiсть простору незалежних змiн-

них (u = u(x), x = (x0, x⃗), x⃗ ∈ Rn);

б) [58, 62, 92] нелiнiйнi рiвняння Шредiнгера

iψ0 +
1
2m△ψ = F (x, ψ)

є iнварiантними вiдносно узагальненої алгебри Галiлея AG2(1, n) тодi

i тiльки тодi, коли вони є локально еквiвалентними рiвнянню

iψ0 +
1

2m
△ψ = λ|ψ|

4
nψ. (3.2)

У роботi [56], показано, що цилiндрично–симетричнi нелiнiйнi хви-

льовi рiвняння

�u− N
xn
un = F (x, u),

iнварiантнi вiдносно конформної алгебри AC(1, n − 1) тодi i тiльки

тодi, коли вони локально еквiвалентнi рiвнянню

�u− N

xn
un = λum, (3.3)

де m – довiльна стала, пов’язана зi сталими n i N спiввiдношенням

n+N = m+3
m−1 .

У роботi [39] встановлено, що цилiндрично–симетричнi нелiнiйнi

рiвняння Шредiнгера

iψ0 +
1
2m(△ψ + N

xn
ψn) = F (x, ψ)

iнварiантнi вiдносно узагальненої алгебри Галiлея AG2(1, n− 1) тодi

i тiльки тодi, коли вони локально еквiвалентнi рiвнянню

iψ0 +
1

2m
(△ψ +

N

xn
ψn) = λ|ψ|kψ, (3.4)

де k — довiльна стала, така, що n+N = 4
k .
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Рiвняння (3.3) та (3.4) мiстять довiльну степеневу нелiнiйнiсть,

але їх максимальнi алгебри iнварiантностi мають розмiрнiсть на оди-

ницю меншу, нiж вiдповiднi рiвняння (3.1) та (3.2). У даному роздiлi

показано, що аналогiчна ситуацiя спостерiгається i для систем виг-

ляду

u0 +
1
2(∇⃗u)

2 = F (ρ),

v0 + ∇⃗u∇⃗v = 0,

ρ0 + ∇⃗u∇⃗ρ+ ρ(△u+ N
xn
un) = G(ρ),

(3.5)

де N — довiльна стала, F = F (ρ), G = G(ρ) — довiльнi гладкi функ-

цiї. Системи рiвнянь (3.5) описують адiабатичний рух нев’язкої стис-

ливої рiдини i широко застосовуються у теорiї проникання [35], [36].

У цiй роботi вперше встановлена максимальна алгебра iнварiантнос-

тi систем, що описують адiабатичний рух при вiдсутностi масових

сил та при їх наявностi. Знайдено нелiнiйностi при яких цi системи

є iнварiантними вiдносно узагальненої алгебри Галiлея у випадках

наявностi та вiдсутностi осьової симетрiї.

Даний пiдроздiл побудовано таким чином: спочатку дослiджена

симетрiя даної системи у випадку вiдсутностi масових сил при наяв-

ностi та вiдсутностi осьової симетрiї. Потiм розв’язується аналогiчна

задача при наявностi масових сил.

Адiабатичний рух нев’язкої стисливої рiдини при вiд-

сутностi масових сил.

Розглядається адiабатичний рух нев’язкої стисливої рiдини з осьо-

вою симетрiєю при вiдсутностi масових сил. Тодi рiвняння руху, непе-
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рервностi та збереження ентропiї частинки мають вигляд (див. [35]):

∂wx
∂t

+ wx
∂wx
∂x

+ wy
∂wx
∂y

= −1
ρ
∂p
∂x
,

∂wy
∂t

+ wx
∂wy
∂x

+ wy
∂wy
∂y

= −1
ρ
∂p
∂y
,

∂ρ
∂t

+ ρ(∂wx
∂x

+
∂wy
∂y

) + wx
∂ρ
∂x

+ wy
∂ρ
∂y

+ ρ
wy
y = 0,

∂S
∂t

+ wx
∂S
∂x

+ wy
∂S
∂y

= 0,

(3.6)

де wx, wy — компоненти швидкостi частинки, ρ — густина, p — тиск,

S — ентропiя, t — час, x, y — просторовi змiннi.

Введемо потенцiал поля швидкостей

wx =
∂u

∂x
, wy =

∂u

∂y
.

Тодi система (3.6) запишеться в такому виглядi:

∂2u
∂t∂x

+ ∂u
∂x

∂2u
∂x2

+ ∂u
∂y

∂2u
∂x∂y

= −1
ρ
∂p
∂x
,

∂2u
∂t∂y

+ ∂u
∂x

∂2u
∂x∂y

+ ∂u
∂y

∂2u
∂y2

= −1
ρ
∂p
∂y
,

∂ρ
∂t

+ ρ(∂
2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

) + ∂u
∂x

∂ρ
∂x

+ ∂u
∂y

∂ρ
∂y

+ ρ ∂u
y∂y

= 0,

∂S
∂t

+ ∂u
∂x

∂S
∂x

+ ∂u
∂y

∂S
∂y

= 0.

(3.7)

Якщо зробити припущення, що p = f (ρ), проiнтегрувати першi два

рiвняння системи (3.7) по x та y вiдповiдно та перепозначити:

t = x0, x = x1, y = r, S = v,

то система (3.7) набуде вигляду:

u0 +
1

2
(u21 + u2r) = F (ρ),

v0 + u1v1 + urvr = 0,

ρ0 + u1ρ1 + urρr + ρ

(
u11 + urr +

1

r
ur

)
= 0,

(3.8)

де F = F (ρ) — гладка функцiя така, що Fρ = −ρ−1fρ.
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Тривимiрний оператор Лапласа в цилiндричних координатах має

вигляд △ = ∂11 + ∂rr +
1
r∂r +

1
r2∂θθ, де r =

√
x22 + x23.

У випадку, коли функцiя u володiє осьовою (цилiндричною) си-

метрiєю, то △u = u11 + urr +
1
rur. Використавши данi формули,

запишемо систему (3.8) для випадку трьох просторових змiнних, коли

u не володiє цилiндричною симетрiєю:

u0 +
1
2uaua = F (ρ),

v0 + uava = 0,

ρ0 + uaρa + ρ△u = 0, a = 1, 3.

(3.9)

Очевидно з системи (3.9) при uθ = 0 одержується система (3.8).

Узагальнимо систему (3.8) на випадок довiльної кiлькостi про-

сторових змiнних наступною системою:

u0 +
1
2(∇⃗u)

2 = F (ρ),

v0 + ∇⃗u∇⃗v = 0,

ρ0 + ∇⃗u∇⃗ρ+ ρ(△u+ N
xn
un) = 0,

(3.10)

де ∇⃗ = (∂1, ∂2, . . . , ∂n), N — довiльна стала.

Поставимо задачу: дослiдити симетрiйнi властивостi систем (3.9)

та (3.10) у залежностi вiд вигляду функцiї F (ρ) у випадку довiльної

кiлькостi просторових змiнних x⃗ ∈ Rn.

Спочатку розглянемо випадок N = 0.

Теорема 3.1. Максимальною алгеброю iнварiантностi системи рiв-

нянь:

u0 +
1
2(∇⃗u)

2 = F (ρ),

v0 + ∇⃗u∇⃗v = 0,

ρ0 + ∇⃗u∇⃗ρ+ ρ△u = 0

(3.11)

є алгебра:



104 Роздiл 3. Класифiкацiя систем квазiлiнiйних еволюцiйних рiвнянь

1. A = ⟨∂µ = ∂
∂xµ

, ∂u =
∂
∂u
, Jab = xa∂b − xb∂a

Ga = x0∂a + xa∂u, D = xµ∂µ + u∂u, Q1 = ψ1∂v⟩,

де µ = 0, n, a = 1, n, b = 1, n,

якщо F (ρ) — довiльна гладка функцiя;

2. A1 = ⟨A, Q2 = x0∂u +
1
λ
ρ∂ρ⟩, якщо F (ρ) = λ ln ρ, λ ̸= 0;

3. A2 = ⟨A, D1 = 2x0∂0 + xa∂a − 2
mρ∂ρ⟩,

якщо F (ρ) = λρm, λ ̸= 0,m ̸= 0, 2n;

4. A3 = ⟨A, D2 = 2x0∂0 + xa∂a − nρ∂ρ,

П = x20∂0 + x0xa∂a +
x⃗2
2 ∂u − nx0ρ∂ρ⟩, якщо F (ρ) = λρ

2
n , λ ̸= 0;

5. A4 = ⟨A3, Q3 = ψ2ρ∂ρ⟩, якщо F (ρ) = 0,

де m,λ — довiльнi сталi, у випадках 1 i 5 функцiїї ψ1 = ψ1(v),

ψ2 = ψ2(v) — довiльнi гладкi функцiї.

Розглянемо випадок, коли N ̸= 0. Результатом дослiджень си-

метрiйних властивостей системи (3.10) є наступна теорема.

Теорема 3.2. Максимальною алгеброю iнварiантностi системи рiв-

нянь (3.10) є алгебра:

1. A = ⟨∂α = ∂
∂xα

, ∂u =
∂
∂u
, Jij = xi∂j − xj∂i, Gi = x0∂i + xi∂u,

D = xα∂α + xn∂n + u∂u, Q1 = ψ1∂v⟩, де α = 0, n− 1, i =

= 1, n− 1, j = 1, n− 1, якщо F (ρ) — довiльна гладка функцiя;

2. A1 = ⟨A, Q2 = x0∂u +
1
λ
ρ∂ρ⟩, якщо F (ρ) = λ ln ρ, λ ̸= 0;

3. A2 = ⟨A, D1 = 2x0∂0 + xi∂i + xn∂n − 2
mρ∂ρ⟩,

якщо F (ρ) = λρm, λ ̸= 0, N ̸= 2
m − n;

4. A3 = ⟨A, D2 = 2x0∂0 + xi∂i + xn∂n − (n+N)ρ∂ρ,

П = x20∂0 + x0xi∂i +
x⃗2
2 ∂u − (n+N)x0ρ∂ρ⟩,
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якщо F (ρ) = λρm, N = 2
m − n, λ ̸= 0;

5. A4 = ⟨A3, Q3 = ψ2ρ∂ρ⟩, якщо F (ρ) = 0,

де m,λ — довiльнi сталi, у випадках 1 i 5 ψ1 = ψ1(v), ψ2 = ψ2(v) —

довiльнi гладкi функцiї.

Доведення теорем 3.1 та 3.2 проведемо одночасно. Згiдно кри-

терiю Лi, дiючи другим продовженням iнфiнiтезимального операто-

ра на кожне з рiвнянь системи (3.10) та перейшовши на многовид

системи (3.10), пiсля розщеплення по похiдним отримуємо систему

визначальних рiвнянь:

ξ0 = ξ0(x0), ξ
a = ξa(x), a = 1, n,

ξab + ξba = 0, b = 1, n, a ̸= b, ξ11 = ξ22 = ... = ξnn ,

η1ρ = η2ρ = η1v = 0, η2 = η2(v),

ξ00 + η1u = 2ξ11 , η
1
a = ξa0 ,

η0u + ρη1uu = 0, ρη0ρ = η0 = 0, η0u + 2ρη1uu = 0,

(3.12)

η0i + 2ρη1iu = ρ(△ξi + N
xn
ξin),

η0n + 2ρη1nu = ρ(△ξn − N
xn
ξ11 +

N
x2n
ξn),

(3.13)

η00 + η0uF + ρ(△η1 + N
xn
η1n) = 0,

η10 + (η1u − ξ00)F = η0Ḟ ,
(3.14)

де a = 1, n, b = 1, n, i = 1, n− 1. Розв’язком рiвнянь (3.12) є функцiї:

ξ0 = ξ0(x0),

ξa = κ̇xa + Cabxb + da, Cab + Cba = 0,

η1 = [2κ̇(x0)− ξ00 ]u+
κ̈
2 x⃗

2 + ḋa(x0)xa + γ(x0),

η2 = η2(v),

η0 = Ф(x0, x1, ..., xn, v)ρ,

(3.15)
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де κ, da, γ, Ф — довiльнi функцiї своїх аргументiв, Cab, (a ̸= b) —

довiльнi сталi.

Пiдставивши функцiї (3.15) в систему (3.13), отримаємо:

Ф =
N

xn
Cinxi −

N

xn
dn + φ(x0, v), (3.16)

де φ(x0, v) — довiльна функцiя.

Якщо пiдставити (3.15) та (3.16) в рiвняння (3.14), то отримаємо

рiвняння:

κ′′′ = 0, d̈a = 0, ξ00 = 2κ̈, NCinḞ = 0,

φ′
x0 + (n+N)κ̈ = 0, Nḋn = 0, NdnḞ = 0,

φρḞ = 2(κ̇ − ξ00)F + γ̇.

(3.17)

Дослiдимо останнє рiвняння (3.17). Вивчивши його структуру

вiдносно функцiї F та змiнної ρ, робимо висновок, що iснують чотири

нееквiвалентнi випадки:

1. F — довiльна функцiя, F ̸= 0; λ ln ρ; λρm ;

2. F = λ ln ρ, λ = const, λ ̸= 0;

3. F = λρm, λ,m = const, λ,m ̸= 0;

4. F = 0.

Розглянемо тiльки випадки 1 та 3. Доведення для випадкiв 2 та 4

проводиться аналогiчно.

Нехай F – довiльна функцiя. Тодi рiвняння (3.17) задають умови:

κ = c1x
2
0 + c2x0 + c3, ξ0 = 2c1x

2
0 + (2c2 + c4)x0 + c5,

da = lax0 + ka, 2(n+N)c1 = 0,

NCin = 0, Nln = 0, Nkn = 0, φ = 0, κ̇ = ξ00 , γ̇ = 0.

(3.18)

Очевидно, що розв’язок (3.18) залежить вiд значення сталої N .

Нехай N = 0. Тодi з (3.18) одержуємо:

c1 = 0, c4 = −c2, γ = c6. (3.19)
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Пiдставивши (3.16), (3.18), (3.19) в (3.15), отримаємо координати iн-

фiнiтезимального оператора ξ0, ξ1, η1, η2, η0, що задають алгебру A

в теоремi 3.1.

Коли N ̸= 0. Тодi з (3.18) будемо мати:

Cin = 0, ln = kn = 0, c1 = 0, c4 = −c2, γ = c6. (3.20)

Пiдставивши функцiї (3.16), (3.18), (3.20) в (3.15), отримаємо ξ0, ξ1,

η1, η2, η0, що задають алгебру A в теоремi 3.2.

Нехай F = λρm. Тодi рiвняння (3.17) задають умови:

κ = c1x
2
0 + c2x0 + c3, ξ0 = 2c1x

2
0 + (2c2 + c4)x0 + c5,

da = lax0 + ka, NCin = 0, Nln = 0, Nkn = 0,

c1(n+N − 2
m) = 0, φ = 2

m(−2c1x0 − c2 − c4), γ̇ = 0.

(3.21)

Розв’язок (3.21) залежить вiд значення сталої N .

При N = 0 з (3.21) одержуємо:

c1(n− 2

m
) = 0, γ = c6. (3.22)

Рiвняння (3.22) задає два випадки:

1. Коли c1 = 0, тодi пiдставивши функцiї (3.16), (3.21), (3.22)

в (3.15), отримаємо координати iнфiнiтезимального оператора, що

задають алгебру A2 в теоремi 3.1;

2. При n = 2
m функцiї (3.16), (3.21), (3.22) в (3.15) задають ал-

гебру A3 в теоремi 3.1.

При N ̸= 0 з (3.21) отримаємо:

Cin = 0, ln = kn = 0, γ = c6, c1(n+N − 2
m) = 0. (3.23)

Рiвняння (3.23) задає два випадки:

1. Коли c1 = 0, тодi пiдставивши (3.16), (3.21), (3.23) в (3.15),

отримаємо ξ0, ξ1, η1, η2, η0, що задають алгебру A2 в теоремi 3.2;
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2. При n +N = 2
m функцiї (3.16), (3.21), (3.23) в (3.15) задають

алгебру A3 в теоремi 3.2.

Теореми (3.1), (3.2) доведено.

Зауваження. Iз симетрiйних властивостей системи (3.11)

випливає, що у випадку, коли дана система має вигляд:

u0 +
1
2(∇⃗u)

2 = λρ
2
n ,

v0 + ∇⃗u∇⃗v = 0,

ρ0 + ∇⃗u∇⃗ρ+ ρ△u = 0,

(3.24)

вона є iнварiантною вiдносно узагальненої алгебри Галiлея AG2(1, n).

Iз симетрiйних властивостей системи (3.10) випливає, що у

випадку, коли ця система має вигляд:

u0 +
1
2(∇⃗u)

2 = λρm, λ,m = const,

v0 + ∇⃗u∇⃗v = 0,

ρ0 + ∇⃗u∇⃗ρ+ ρ(△u+ N
xn
un) = 0, N = 2

m − n,

(3.25)

вона є iнварiантною вiдносно узагальненої алгебри Галiлея при до-

вiльному степенi m, але її алгеброю iнварiантностi є узагальнена

алгебра Галiлея AG2(1, n− 1).

Адiабатичний рух нев’язкої стисливої рiдини при наяв-

ностi масових сил.

Система рiвнянь, яка описує адiабатичний рух нев’язкої стисли-

вої рiдини з осьовою симетрiєю при наявностi масових сил аналогiч-

но, як в попередньому пунктi, зводиться до наступної системи:

u0 +
1
2(∇⃗u)

2 = F (ρ),

v0 + ∇⃗u∇⃗v = 0,

ρ0 + ∇⃗u∇⃗ρ+ ρ(△u+ N
xn
un) = G(ρ),

(3.26)
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де F , G ̸= 0 — довiльнi гладкi функцiї, N — довiльна стала.

Прокласифiкуємо симетрiйнi властивостi системи (3.26) в залеж-

ностi вiд вигляду функцiй F та G. Справедливi наступнi твердження.

Теорема 3.3. Максимальною алгеброю iнварiантностi системи рiв-

нянь (3.26) при умовi N = 0 є алгебра:

1. A = ⟨∂µ = ∂
∂xµ

, ∂u =
∂
∂u
, Jab = xa∂b − xb∂a, Q1 = ψ∂v,

Ga = x0∂a + xa∂u⟩, де µ = 0, n, a = 1, n, b = 1, n,

якщо F (ρ), G(ρ) — довiльнi гладкi функцiї;

2. A1 = ⟨A, D1 = xa∂a + 2u∂u⟩,

якщо F (ρ) = 0, G(ρ) - довiльна гладка функцiя;

3. A2 = ⟨A, Q2 = eλ3x0(λ1∂u + λ3ρ∂ρ)⟩,

якщо F (ρ) = λ1 ln ρ+ λ2, G = λ3ρ ln ρ+ λ4ρ, λ1, λ3 ̸= 0;

4. A3 = ⟨A1, Q3 = eλ2x0φρ∂ρ⟩,

якщо F (ρ) = 0, G = λ1ρ ln ρ+ λ2ρ, λ2 ̸= 0;

5. A4 = ⟨A, D2 = x0∂0 + xa∂a + (u+ λ1x0
1−m)∂u +

1
m− 1ρ∂ρ⟩,

якщо F (ρ) = λ1 ln ρ, G = λ2ρ
m, λ1, λ2 ̸= 0, m ̸= 0; 1;

6. A5 = ⟨A, D3 = 2x0∂0 + xa∂a − 2
mρ∂ρ⟩,

якщо F (ρ) = λ1ρ
m, G(ρ) = λ2ρ

m+1, λ1, λ2 ̸= 0, m ̸= 0, 2n;

7. A6 = ⟨D4 = (1−m1)x0∂0+(1−m1+
m
2 )xa∂a−(m1−m−1)u∂u+ρ∂ρ,

A⟩, якщо F (ρ) = λ1ρ
m, G(ρ) = λ2ρ

m1, λ1, λ2 ̸= 0; m,m1 ̸= 0, 1;

8. A7 = ⟨A1, D5 = 2x0∂0 + xa∂a +
2

1−mρ∂ρ⟩,

якщо F (ρ) = 0, G(ρ) = λρm, λ ̸= 0, m ̸= 0, 1, 2n + 1;

9. A8 = ⟨A, D6 = 2x0∂0+ xa∂a−nρ∂ρ, П = x20∂0+ x0xa∂a+
x⃗2
2 ∂u−

− nx0ρ∂ρ⟩, якщо F (ρ) = λ1ρ
2
n , G(ρ) = λ2ρ

2
n+1, λ1, λ2 ̸= 0;
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10. A9 = ⟨A1, D6, П⟩, якщо F (ρ) = 0, G(ρ) = λρ
2
n+1, λ ̸= 0,

де m, m1, λ, λ1, λ2, λ3, λ4 — довiльнi сталi, у випадках 1 та 4

ψ = ψ(v) — довiльна гладка функцiя.

Теорема 3.4. Максимальною алгеброю iнварiантностi системи рiв-

нянь (3.26) при N ̸= 0 є алгебра:

1. A = ⟨∂α = ∂
∂xα

, ∂u =
∂
∂u
, Jij = xi∂j−xj∂i Gi = x0∂i+xi∂u,

Q1 = ψ∂v⟩, де α = 0, n− 1, i = 1, n− 1, j = 1, n− 1,

якщо F (ρ), G(ρ) — довiльнi гладкi функцiї;

2. A1 = ⟨A, D1 = xi∂i + xn∂n + 2u∂u⟩,

якщо F (ρ) = 0, G(ρ) — довiльна гладка функцiя;

3. A2 = ⟨A, Q2 = eλ3x0(λ1∂u + λ3ρ∂ρ)⟩,

якщо F (ρ) = λ1 ln ρ+ λ2, G = λ3ρ ln ρ+ λ4ρ, λ1, λ3 ̸= 0;

4. A3 = ⟨A1, Q3 = eλ2x0φρ∂ρ⟩,

якщо F (ρ) = 0, G = λ1ρ ln ρ+ λ2ρ, λ2 ̸= 0;

5. A4 = ⟨A, D2 = x0∂0 + xi∂i + xn∂n + (u+ λ1x0
1−m)∂u +

1
m− 1ρ∂ρ⟩,

якщо F (ρ) = λ1 ln ρ, G = λ2ρ
m, λ1, λ2 ̸= 0, m ̸= 0, 1;

6. A5 = ⟨A, D3 = 2x0∂0 + xi∂i + xn∂n − 2
mρ∂ρ⟩,

якщо F (ρ) = λ1ρ
m, G(ρ) = λ2ρ

m+1, λ1, λ2 ̸= 0, m ̸= 0, 2n;

7. A6 = ⟨A, D4 = (1−m1)x0∂0 + (1−m1 +
m
2 )(xi∂i + xn∂n)−

− (m1 −m− 1)u∂u + ρ∂ρ⟩,

якщо F (ρ) = λ1ρ
m, G(ρ) = λ2ρ

m1, λ1, λ2 ̸= 0; m,m1 ̸= 0, 1;

8. A7 = ⟨A1, D5 = 2x0∂0 + xi∂i + xn∂n +
2

1−mρ∂ρ⟩,

якщо F (ρ) = 0, G(ρ) = λρm, λ ̸= 0, m ̸= 0, 1, 2
n+N + 1;
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9. A8 = ⟨A, D6 = 2x0∂0 + xi∂i + xn∂n − (n+N)ρ∂ρ,

П = x20∂0 + x0(xa∂a + xn∂n) +
x⃗2
2 ∂u − (n+N)x0ρ∂ρ⟩,

якщо F (ρ) = λ1ρ
m, G(ρ) = λ2ρ

m+1, N = 2
m − n, λ1, λ2 ̸= 0;

10. A9 = ⟨A1, D6, П⟩,

якщо F (ρ) = 0, G(ρ) = λρm+1, N = 2
m − n, λ ̸= 0,

де m, m1, λ, λ1, λ2, λ3, λ4 — довiльнi сталi, у випадках 1 та 4

ψ = ψ(v) — довiльна гладка функцiя.

Доведення теорем 3.3 та 3.4 проведемо одночасно. Система виз-

начальних рiвнянь для системи (3.26) буде складатися з рiвнянь (3.12),

(3.13) та рiвнянь:

η10 + (η1u − ξ00)F = η0Ḟ ,

η00 + η0uG+ ρ(△η1 + N
xn
η1n) + (η1u +

η0

ρ − 2ξ11)G = η0Ġ.
(3.27)

Як показано в доведеннi теорем 3.1 та 3.2, розв’язком рiвнянь (3.12)

та (3.13) є функцiї:

ξ0 = 2c1x
2
0 + (2c2 + c4)x0 + c5,

ξa = (2c1x0 + c2)xa + Cabxb + lax0 + ka, Cab + Cba = 0,

η1 = −c4u+ c1x⃗
2 + laxa + γ(x0),

η2 = η2(v),

η0 = [NxnCinxi −
N
xn
dn + φ(x0, v)]ρ,

(3.28)

де c1, c2, c3, c4, c5, Cab, (a ̸= b), la, ka — довiльнi сталi, γ, η2 φ —

довiльнi функцiї своїх аргументiв.
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Якщо пiдставити (3.28) в рiвняння (3.27), то отримаємо умови:

NlnḞ = 0, NknḞ = 0,

φρḞ = −2(2c1x0 + c2 + c4)F + γ̇,

NCin(G− ρĠ) = 0,

Nln(G− ρĠ) = 0, Nkn(G− ρĠ) = 0,

φ′
x0
ρ+ 2(n+N)c1ρ+ (−4c1x0 − 2c2 − c4 + φ)G = φρĠ.

(3.29)

Друге рiвняння (3.29) дослiджено в доведеннi теорем 3.1, 3.2, де по-

казано, що симетрiя початкової системи суттєво вiдрiзняється тiльки

коли:

1. F — довiльна функцiя;

2. F = λ ln ρ, λ = const, λ ̸= 0;

3. F = λρm, λ,m = const, λ,m ̸= 0;

4. F = 0.

Розглянемо тiльки випадки 1 та 3. Доведення випадкiв 2 та 4 прово-

диться аналогiчно.

Нехай F — довiльна функцiя. Тодi (3.29) задають умови:

Nln = Nkn = φ = c1 = c2 + c4 = γ̇ = 0,

NCin(G− ρĠ) = 0, c2G = 0.
(3.30)

Очевидно, що розв’язок (3.30) залежить вiд значення сталої N .

Нехай N = 0. Так як випадок G = 0 розглянуто в теоремах 3.1

та 3.2, то надалi вважатимемо, що G ̸= 0. Тодi з (3.30) одержуємо:

c1 = c2 = c4 = φ = 0, γ = c6. (3.31)

Пiдставивши N = 0 та (3.31) в (3.28), отримаємо координати iнфi-

нiтезимального оператора ξ0, ξ1, η1, η2, η0, що задають алгебру A в

теоремi 3.3.
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Коли N ̸= 0, то з (3.30) випливає, що:

ln = kn = φ = c1 = c2 = 0, γ = c6,

Cin(G− ρĠ) = 0.
(3.32)

При розв’язаннi другого рiвняння (3.32) виникають два випадки:

1. Cin = 0, , а функцiя G є довiльною. Тодi використавши (3.32),

отримаємо ξ0, ξ1, η1, η2, η0, що задають алгебру A в теоремi 3.4.

2. G− ρĠ = 0. Тодi G = λρ. В цьому випадку замiною ρ = eλx0ρ,

система (3.26) зводиться до системи (3.10), симетрiйнi властивостi

якої дослiдженi в теоремi 3.2.

Нехай F = λρm, λ,m ̸= 0. Тодi рiвняння (3.29) задають такi

умови:

Nln = Nkn = γ̇ = 0, NCin(G− ρĠ) = 0,

Nln(G− ρĠ) = 0, Nkn(G− ρĠ) = 0,

φ = 2
m(−2c1x0 − c2 − c4),

c1[
1
mρĠ− ( 1

m + 1)G] = 0,

2
m(c2 + c4)ρĠ = [( 2

m + 2)c2 + ( 2
m + 1)c4]G− 2c1(n+N − 2

m)ρ.

(3.33)

Дослiдимо структуру останнього рiвняння (3.33) вiдносно функцiї G

та змiнної ρ. У залежностi вiд спiввiдношень мiж коефiцiєнтами k1,

k2, k3 структурного рiвняння

k1ρĠ = k2G+ k3ρ,

отримуємо три нееквiвалентнi випадки:

1. G — довiльна функцiя;

2. G = λ1ρ ln ρ+ λ2ρ, λ1, λ2 = const, λ1 ̸= 0;

3. G = λ1ρ
m1 + λ2ρ, λ1, λ2,m1 = const, λ1 ̸= 0, m ̸= 0, 1.

Розглянемо кожен з отриманих випадкiв.
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Коли G — довiльна функцiя, з (3.33) отримуємо наступнi умови:

1. N = 0, c1 = c2 = c4 = 0, γ = c6, φ = 0;

2. N ̸= 0, ln = kn = 0, Cin = 0, c1 = c2 = c4 = 0, γ = c6, φ = 0; пiсля

пiдстановки яких в (3.28), отримаємо координати iнфiнiтезимально-

го оператора ξ0, ξ1, η1, η2, η0, що задають алгебри A в теоремах 3.3

та 3.4 вiдповiдно.

Нехай G = λ1ρ ln ρ+ λ2ρ, λ1 ̸= 0. Коли λ1 = 0 система (3.26) за-

мiною ρ = eλ1x0ρ зводиться до системи (3.10), симетрiйнi властивостi

якої дослiдженi в теоремах 3.1, 3.2.

Пiсля пiдстановки функцiї G в рiвняння (3.33) отримуємо:

Nln = Nkn = 0, NCin = 0, γ = c6, c1 = c4 = c2 = 0. (3.34)

Розв’язуючи (3.34) в залежностi вiд значення N , отримуємо два ви-

падки:

1. c1 = c2 = c4 = 0, γ = c6,φ = 0, коли N = 0;

2. c1 = c2 = c4 = ln = kn = φ = 0,γ = c6, Cin = 0, коли N ̸= 0.

Пiсля пiдстановки яких в (3.28), отримаємо координати iнфiнi-

тезимального оператора ξ0, ξ1, η1, η2, η0, що задають алгебри A в

теоремах 3.3 та 3.4 вiдповiдно.

Розглянемо випадок, коли G = λ1ρ
m1 + λ2ρ, λ1 ̸= 0, m1 ̸= 0, 1.

При λ1 = 0, або m1 = 0, або m1 = 1 система (3.26) локально еквiва-

лентна системi (3.10), симетрiйнi властивостi якої дослiдженi в тео-

ремах 3.1, 3.2.

Пiдставивши функцiю G в рiвняння (3.33) та розщепивши отри-
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мане рiвняння по степеням ρ, отримаємо:

Nln = Nkn = 0, NCin(1−m1) = 0, γ = c6,

Nln(1−m1) = 0, Nkn(1−m1) = 0,

φ = 2
m(−2c1x0 − c2 − c4),

c1(m1 −m− 1) = 0, λ2 = 0,

2(m1 −m− 1)c2 + (2m1 −m− 2)c4 = 0,

c1(n+N − 2
m) = 0.

(3.35)

При розв’язуваннi (3.35), виникають два рiзнi випадки:

c1 = 0, Nln = Nkn = 0, NCin(1−m1) = 0, γ = c6,

Nln(1−m1) = 0, Nkn(1−m1) = 0,

φ = 2
m(−c2 − c4), λ2 = 0,

2(m1 −m− 1)c2 + (2m1 −m− 2)c4 = 0;

(3.36)

m = 2
n+N , m1 = m+ 1, λ2 = 0, c4 = 0,

Nln = Nkn = 0, NCin = 0, γ = c6,

Nln = 0, Nkn = 0, φ = (n+N)(−2c1x0 − c2 − c4).

(3.37)

При розв’язаннi рiвнянь (3.36) та (3.37) в залежностi вiд значень N ,

m1 та m, виникають ще три розгалудження:

1. Якщо m1 = m+ 1, тодi

c1 = 0, γ = c6, φ = 2
m(−c2 − c4), λ2 = 0,

c4 = 0, коли N = 0;
(3.38)

c1 = 0, ln = kn = 0, Cin = 0, γ = c6,

φ = 2
m(−c2 − c4), λ2 = 0, c4 = 0, коли N ̸= 0.

(3.39)

Коли пiдставити (3.38) та (3.39) в (3.28), отримаємо координати iн-

фiнiтезимального оператора, що задають алгебри A5 в теоремах 3.3

та 3.4 вiдповiдно;
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2. При m1 ̸= m+ 1 маємо

c1 = 0, γ = c6, φ =
2

m
(−c2 − c4), λ2 = 0,

c2 =
m+ 2− 2m1

2(m1 −m− 1)
c4, коли N = 0;

(3.40)

c1 = 0, ln = kn = 0, Cin = 0, γ = c6,

φ =
2

m
(−c2 − c4), λ2 = 0,

c2 =
2m1 −m− 2

2(m1 −m− 1)
c4 = 0, коли N ̸= 0.

(3.41)

Тодi пiсля пiдстановки (3.40) та (3.41) в (3.28) отримаємо координати

iнфiнiтезимального оператора, що задають алгебри A6 в теоремах 3.3

та 3.4 вiдповiдно;

3. При m =
2

n+N
, m1 = m+ 1 одержуємо

λ2 = 0, c4 = 0, γ = c6,

φ = n(−2c1x0 − c2 − c4), коли N = 0;
(3.42)

λ2 = 0, c4 = 0, ln = kn = 0, Cin = 0, γ = c6,

φ = (n+N)(−2c1x0 − c2 − c4), коли N ̸= 0.
(3.43)

Пiдставивши (3.42) та (3.43) в (3.28), отримаємо координати iнфiнi-

тезимального оператора, що задають алгебри A8 в теоремах 3.3 та

3.4 вiдповiдно. Теореми 3.3, 3.4 доведено.

Зауваження. Система рiвнянь (3.26) при умовi N = 0 iнва-

рiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея AG2(1, n), якщо вона

має вигляд:

u0 +
1
2(∇⃗u)

2 = λ1ρ
2
n ,

v0 + ∇⃗u∇⃗v = 0,

ρ0 + ∇⃗u∇⃗ρ+ ρ△u = λ2ρ
2
n+1,

(3.44)

де λ1, λ2 — довiльнi сталi.
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У випадку N ̸= 0 система (3.26) iнварiантна вiдносно узагаль-

неної алгебри Галiлея AG2(1, n − 1) при довiльнiй степеневiй нелi-

нiйностi:

u0 +
1
2(∇⃗u)

2 = λ1ρ
m,

v0 + ∇⃗u∇⃗v = 0,

ρ0 + ∇⃗u∇⃗ρ+ ρ(△u+ N

xn
un) = λ2ρ

m+1,

(3.45)

де λ1, λ2,m,N — довiльнi сталi, де N =
2

m
− n, але розмiрнiсть

даної алгебри є на одиницю меншою нiж розмiрнiсть алгебри iнва-

рiантностi системи (3.44).

3.2. Cистеми еволюцiйних рiвнянь третього порядку iн-

варiантнi вiдносно алгебр Галiлея та її розширень

Поширення хвилi у середовищi з дисперсiєю описується рiвнян-

ням Кортевега–де Фрiза

u0 + λuu1 + u111 = 0. (3.46)

Вiдомо (див.,наприклад, [17]), що максимальною в сенсi С. Лi ал-

геброю iнварiантностi рiвняння (3.46) є розширена алгебра Галiлея

AG1(1, 1) з базисними елементами:

∂0, ∂1, G = x0∂1 +
1

λ
∂u, D = 3x0∂0 + x1∂1 − 2u∂u.

Алгебра iнварiантностi багатьох основних класичних рiвнянь пара-

болiчного типу, таких як рiвняння теплопровiдностi, Шредiнгера,

Нав’є–Стокса та iнших, крiм алгебри Галiлея AG1(1, 1), мiстить ще

й оператор проективних перетворень:

П = x0
2∂0 + x0x1∂1 + η(x, u)∂u,
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де η(x, u) для кожного з цих рiвнянь має спецiальний вигляд.

У даному роздiлi розв’язана задача з систем, що узагальнюють

рiвняння (3.46) (i багато iнших вiдомих рiвнянь) на випадок систе-

ми двох рiвнянь вiдносно двох невiдомих функцiй, вибрати тi, що

є iнварiантними вiдносно узагальненої алгебри Галiлея AG2(1, 1) =

⟨AG1(1, 1), П⟩. Розглядаються квазiлiнiйнi системи еволюцiйних рiв-

нянь третього порядку вигляду

U0 + F (U)U1 +KU11 + ΛU111 = 0, (3.47)

де U ∈ R2, F (U) — функцiональна матриця, K, Λ — сталi матри-

цi розмiрностi 2 × 2. Системи (3.47) при конкретних нелiнiйностях

знаходять широке застосування в теорiї густих частотних полiв, у

загальних розтягах i деформацiях скiнченних середовищ, подiбних до

розтягiв Хабла Всесвiту в астрофiзицi [113], в явищах турбулентної

дифузiї [87], в процесах, пов’язаних з рiдинами Ван–дер–Ваальса [86].

При деяких конкретних виглядах систем рiвнянь (3.47) дослiдженi

їх симетрiйнi властивостi i методами лiївської та умовної симетрiї

знайденi деякi їх точнi розв’язки в роботах [42, 71, 108, 111].

Запропонованi галiлей-iнварiантнi системи третього порядку в

силу своїх широких симетрiйних властивостей претендують на опи-

сання фiзичних процесiв, що задовольняють принцип вiдносностi Га-

лiлея.

Розглянемо систему

U0 + F (U)U1 +KU11 + ΛU111 = 0, (3.48)

де U =

 u1

u2

, F =

 F 11 F 12

F 21 F 22

,K =

 k11 k12

k21 k22

, Λ =

 λ11 λ12

λ21 λ22

,

F ab = F ab(u1, u2) — довiльнi гладкi функцiї, ua = ua(x0, x1), kab,
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λab — довiльнi сталi, (a, b = 1, 2).

Система (3.48) при конкретних нелiнiйностях знаходить широке

застосування в теорiї густих частотних полiв, у загальних розтягах i

деформацiях скiнченних середовищ, подiбних до розтягiв Хабла Все-

свiту в астрофiзицi [113], в явищах турбулентної дифузiї [87], в про-

цесах, пов’язаних з рiдинами Ван–дер–Ваальса [86]. При конкретних

виглядах системи рiвнянь (3.48) дослiдженi її симетрiйнi властивос-

тi i методами лiївської та умовної симетрiї знайденi деякi її точнi

розв’язки в роботах [42, 71, 108, 111].

Розглянемо задачу знайти такi функцiї F ab, при яких система

(3.48) iнварiантна вiдносно алгебри Галiлея та її розширень операто-

рами масштабних та проективних перетворень. Тобто, серед всемо-

жливих допустимих математичних моделей вигляду (3.48) вiдберемо

лише тi, що задовольняють принцип вiдносностi Галiлея.

Дослiдженню поставленої задачi i присвячений цей пiдроздiл.

Iнварiантнiсть вiдносно алгебри Галiлея.

Спочатку розглянемо, при яких функцiях F ab система (3.48) iн-

варiантна вiдносно алгебри Галiлея AG(1, 1), оператори якої мають

вигляд

∂0 =
∂

∂x0
, ∂1 =

∂

∂x1
, G = x0∂1 +Q, (3.49)

де Q = (mabu
b + na)∂ua, mab, na — довiльнi сталi, a, b = 1, 2.

Справедливе наступне твердження.

Теорема 3.5. Система рiвнянь (3.48) iнварiантна вiдносно алгебри

Галiлея (3.49) тодi i тiльки тодi, коли:

F 11 = u1 + f 11(u2), F 12 = f 12(u2),

F 21 = f 21(u2), F 22 = u1 + f 22(u2),
(3.50)
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де G = G1 = x0∂1 + ∂u1;

F 11 =
1 + f 21(u2)

u2
u1 + u2f 11(u2),

F 12 = −(u1)2

(u2)2
f 21(u2) + (f 22(u2)− f 11(u2))u1 + f 12(u2),

F 21 = f 21(u2), F 22 =
1− f 21(u2)

u2
u1 + u2f 22(u2),

λ11 = λ22, λ21 = k21 = 0, k11 = k22,

(3.51)

де G = G2 = x0∂1 + u2∂u1;

F 11 = [1 + f 21(ω)]u2 + f 11(ω),

F 12 = −(u2)2f 21(ω) + [f 22(ω)− f 11(ω)]u2 + f 12(ω),

F 21 = f 21(ω), F 22 = [1− f 21(ω)]u2 + f 22(ω),

λ11 = λ22, λ21 = k21 = 0, k11 = k22, ω = 2u1 − (u2)2,

(3.52)

де G = G3 = x0∂1 + u2∂u1 + ∂u2;

F 11 = u1 + f 11(ω), F 12 = e−u
2

f 12(ω),

F 21 = eu
2

f 21(ω), F 22 = u1 + f 22(ω),

λ12 = λ21 = k12 = k21 = 0, ω = u1 − lnu2,

(3.53)

де G = G4 = x0∂1 + ∂u1 + u2∂u2;

F 11 = lnu1 + f 11(ω), F 12 = f 12(ω),

F 21 = f 21(ω), F 22 = lnu1 + f 22(ω), ω = u1

u2
,

(3.54)

де G = G5 = x0∂1 + u1∂u1 + u2∂u2;

F 11 = lnu1 + f 11(ω), F 12 = (u1)1−kf 12(ω),

F 21 = (u1)k−1f 21(ω), F 22 = ln u1 + f 22(ω),

λ12 = λ21 = k12 = k21 = 0, ω =
(u1)k

u2
, k ̸= 1,

(3.55)
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де G = G6 = x0∂1 + u1∂u1 + ku2∂u2;

F 11 = [1− f 12(ω)] ln u1 + f 11(ω), F 12 = f 12(ω),

F 21 = − ln2 u1f 12(ω) + [f 11(ω)− f 22(ω)] lnu1 + f 21(ω),

F 22 = [1 + f 12(ω)] lnu1 + f 22(ω),

λ12 = k12 = 0, λ11 = λ22, k11 = k22, ω =
u2

u1
− lnu1,

(3.56)

де G = G7 = x0∂1 + u1∂u1 + (u1 + u2)∂u2;

F 11 = arctg
u1

u2
+ f 11(ω) +

(u2)2 − (u1)2

−→u 2 f 12(ω) +
2u1u2

−→u 2 f 21,

F 12 = f 22(ω) +
(u2)2 − (u1)2

−→u 2 f 21(ω)− 2u1u2

−→u 2 f 12(ω),

F 21 = −f 22(ω) + (u2)2 − (u1)2

−→u 2 f 12(ω) +
2u1u2

−→u 2 f 21(ω),

F 22 = arctg
u1

u2
+ f 11(ω) +

(u2)2 − (u1)2

−→u 2 f 12(ω)− 2u1u2

−→u 2 f 21,

(3.57)

λ12 + λ21 = k12 + k21 = 0, λ11 = λ22, k11 = k22,

ω = 2k arctg u1

u2
− ln−→u 2,

де G = G8 = x0∂1 + (ku1 + u2)∂u1 + (ku1 − u2)∂u2.

У формулах (3.50)–(3.57) fab, a, b = 1, 2 — довiльнi гладкi функ-

цiї своїх аргументiв, k — довiльна стала.

Доведення. З умови iнварiантностi отримуємо систему визначаль-

них рiвнянь для знаходження координат iнфiнiтезимального опера-

тора та функцiй F ab:

1. ξ0 = ξ0(x0), ξ111 = 0, ξ1ua = 0, λabηbucud = 0, kabη
b
ucud = 0,

2. λ21η1u2 − λ12η
2
u1 + λ22(ξ

0
0 − 3ξ11) = 0,

3. −λ21η1u2 + λ12η
2
u1 + λ11(ξ

0
0 − 3ξ11) = 0,

4. (λ11 − λ22)η
1
u2 + λ12(ξ

0
0 − 3ξ11 − η1u1 + η2u2) = 0,
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5. (−λ11 + λ22)η
2
u1 + λ21(ξ

0
0 − 3ξ11 + η1u1 − η2u2) = 0,

6. k21η1u2 − k12η
2
u1 + k22(ξ

0
0 − 2ξ11) + 3λ2cη

c
1u2 = 0,

7. −k21η1u2 + k12η
2
u1 + k11(ξ

0
0 − 2ξ11) + 3λ1cη

c
1u1 = 0,

8. (k11 − k22)η
1
u2 + k12(ξ

0
0 − 2ξ11 − η1u1 + η2u2) + 3λ1cη

c
1u2 = 0,

9. (−k11 + k22)η
2
u1 + k21(ξ

0
0 − 2ξ11 + η1u1 − η2u2) + 3λ2cη

c
1u1 = 0,

10. ηdF ac
d +(ξ00−ξ11)F ac+ηbucF

ab−ηaubF
bc = δacξ

1
0−3λabη

b
11uc−2kabη

b
1uc,

11. ηa0 + F abηb1 + λabη
b
111 + kabη

b
11 = 0.

Координати ξµ, ηa iнфiнiтезимального оператора алгебриAG(1.1)

мають вигляд:

ξ0 = d0, ξ1 = gx0 + d1, ηa = mabu
b + na, (3.58)

де d0, d1, g,mab, na — довiльнi сталi.

У залежностi вiд спiввiдношень мiж коефiцiєнтами mab, na одер-

жуємо шiсть нееквiвалентних представлень виразу Q (див. пiдроздiл

2.5. пiсля формули (2.75)). Пiдставивши функцiї (3.58) в систему ви-

значальних рiвнянь для кожного з представлень Qi (i = 1, 6), отри-

маємо системи рiвнянь для визначення функцiй F ab:

1. F ac
d η

d = δac;

2. u2F 11
1 + kF 11

2 − F 21 = 1, u2F 12
1 + kF 12

2 + (F 11 − F 22) = 0,

u2F 22
1 + kF 22

2 + F 21 = 1, u2F 21
1 + kF 21

2 = 0, k = 0, 1;

3. F 11
1 + u2F 11

2 = 1, F 12
1 + u2F 12

2 + F 12 = 0,

F 22
1 + u2F 22

2 = 1, F 21
1 + u2F 21

2 − F 21 = 0;

4. a) u1F 11
1 + u2F 11

2 = 1, u1F 12
1 + u2F 12

2 = (η1u1 − η2u2)F
12,

u1F 22
1 + u2F 22

2 = 1, u1F 21
1 + u2F 21

2 = (η2u2 − η1u1)F
21, k = 1;
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b) u1F 11
1 + ku2F 11

2 = 1, u1F 12
1 + ku2F 12

2 = (1− k)F 12,

u1F 22
1 + ku2F 22

2 = 1, u1F 21
1 + ku2F 21

2 = (k − 1)F 21, k ̸= 1;

5. u1F 11
1 +(u1+u2)F 11

2 +F 12 = 1, u1F 22
1 +(u1+u2)F 22

2 −F 12 = 1,

u1F 12
1 +(u1+u2)F 12

2 = 0, u1F 21
1 +(u1+u2)F 21

2 +(F 22−F 11) = 0;

6. (ku1 + u2)F 11
1 + (ku2 − u1)F 11

2 − (F 12 + F 21) = 1,

(ku1 + u2)F 22
1 + (ku2 − u1)F 22

2 + (F 12 + F 21) = 1,

(ku1 + u2)F 12
1 + (ku2 − u1)F 12

2 + F 11 − F 22 = 0,

(ku1 + u2)F 21
1 + (ku2 − u1)F 21

2 + F 11 − F 22 = 0, k ̸= 0.

Розв’язками цих систем i будуть функцiї (3.50)–(3.57) вiдповiдно.

Теорему 3.5 доведено.

Iнварiантнiсть вiдносно розширеної алгебри Галiлея.

Доповнимо алгебру (3.49) оператором масштабних перетворень

D = 2x0∂0 + x1∂1 + (αabu
b + βa)∂ua. (3.59)

При виконаннi вiдповiдних комутацiйних спiввiдношень мiж опера-

торами алгебри (3.49) та оператором (3.59), одержимо розширену

алгебру Галiлея AG1(1, 1), де αab, βa — деякi сталi, що пiдлягають

визначенню. Дослiдимо, при яких функцiях F ab система (3.48) є iн-

варiантною вiдносно цiєї алгебри.

Теорема 3.6. Система (3.48) iнварiантна вiдносно розширеної ал-

гебри Галiлея AG1(1, 1) тодi i тiльки тодi, коли вона локально еквi-

валентна однiй iз наступних систем:

u10 + u1u11 + k11u
1
11 + λ12u

2
111 = 0,

u20 + f 1(u2)u11 + u1u21 + k22u
2
11 = 0,

(3.60)



124 Роздiл 3. Класифiкацiя систем квазiлiнiйних еволюцiйних рiвнянь

де G = G1, D = D1 = 2x0∂0 + x1∂1 − u1∂u1;

u10 + (u1 + C11

√
u2)u11 + C12u

2
1 + k11u

1
11 = 0,

u20 + C21u
2u11 + (u1 + C22

√
u2)u21 + k22u

2
11 + λ21u

1
111 = 0,

(3.61)

де G = G1, D = D2 = 2x0∂0 + x1∂1 − u1∂u1 − 2u2∂u2;

u10 + (u1 + C11u
2)u11 + C12u

2u21 + k1au
a
11 = 0,

u20 + C21u
2u11 + (u1 + C22u

2)u21 + k2au
a
11 = 0,

(3.62)

де G = G1, D = D3 = 2x0∂0 + x1∂1 − u1∂u1 − u2∂u2;

u10 + (u1 + C11
k
√
u2)u11 + C12(u

2)
2−k
k u21 + k11u

1
11 = 0,

u20 + C21u
2u11 + (u1 + C22

k
√
u2)u21 + k22u

2
11 = 0,

(3.63)

де G = G1, D = D4 = 2x0∂0 + x1∂1 − u1∂u1 − ku2∂u2, де k ̸= 0;

u10 + [u1 + C11u
2 + (C21 − 1)u2 lnu2]u11+

+[−C21u
2 ln2 u2 + (C22 − C11)u

2 lnu2 + C12u
2]u21+

+k1au
a
11 = 0,

u20 + C21u
2u11 + [u1 + C22u

2 − (C21 + 1)u2 lnu2]u21+

+k11u
2
11 = 0,

(3.64)

де G = G1, D = D5 = 2x0∂0 + x1∂1 − (u1 + u2)∂u1 − u2∂u2;

u10 + [u1 + C11e
u2]u11 + C12e

2u2u21 + k11u
1
11 + λ12u

2
111 = 0,

u20 + C21u
1
1 + [u1 + C22e

u2]u21 + k22u
2
11 = 0,

(3.65)

де G = G1, D = D6 = 2x0∂0 + x1∂1 − u1∂u1 − ∂u2;

u10 +

[
u1

u2
+ C11(u

2)−
1

m+1

]
u11 + [(C22 − C11)u

1(u2)−
m+2
m+1+

+C12(u
2)−

2
m+1 ]u21 + k11u

1
11 + λ12u

2
111 = 0,

u20 +

[
u1

u2
+ C22(u

2)−
1

m+1

]
u21 + k11u

2
11 = 0,

(3.66)
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де G = G2, D = D7 = 2x0∂0+x1∂1+mu
1∂u1+(m+1)u2∂u2, m ̸= −1;

u10 +

[
1 + C21

u2
u1 +

C11

u2
− m(1 + C21)

u2
lnu2

]
u11+

+

[
− C21

(u2)2
(u1)2 +

C22 − C11

(u2)2
u1 +

2mC21

(u2)2
u1 lnu2+

+
m(C11 − C22)

(u2)2
lnu2 − m2C21

(u2)2
ln2 u2 +

C12

(u2)2

]
u21+

+k11u
1
11 + λ12u

2
111 = 0,

(3.67)

u20 + C21u
1
1 + [

1− C21

u2
u1 +

C22

u2
− m(1− C21)

u2
lnu2]u21 + k11u

2
11 = 0,

де G = G2, D = D8 = 2x0∂0 + x1∂1 +m∂u1 + u2∂u2;

u10 + [(1 + C21)u
2 + C11

√
2u1 − (u2)2]u11 + [−C21(u

2)2+

+C12(2u
1 − (u2)2) + (C22 − C11)u

2
√

2u1 − (u2)2]u21+

+k11u
1
11 + λ12u

2
111 = 0,

u20 + C21u
1
1 + [(1− C21)u

2 + C22

√
2u1 − (u2)2]u21+

+k11u
2
11 = 0,

(3.68)

де G = G3, D = D9 = 2x0∂0 + x1∂1 − 2u1∂u1 − u2∂u2.

У формулах (3.60)–(3.68) f 1 — довiльна гладка функцiя, m, k,

kab, λab, Cab — довiльнi сталi.

Доведення. Визначимо, коли система (3.48) буде iнварiантна вiд-

носно розширеної алгебри Галiлея AG1(1, 1). Кожну з отриманих у

теоремi 3.5 алгебр розширимо оператором дилатацiї (3.59).

I. Розглянемо алгебру AG1(1, 1) = ⟨∂0, ∂1, G1 = x0∂1 + ∂u1, D⟩. З ко-

мутацiйних спiввiдношеннь мiж операторами даної алгебри випливає,

що iснують три такi алгебри, якi реалiзуються нееквiвалентними зоб-

раженнями оператора D:

1. ⟨∂0, ∂1, G1, D = 2x0∂0 + x1∂1 − u1∂u1 − ku2∂u2⟩;
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2. ⟨∂0, ∂1, G1, D = 2x0∂0 + x1∂1 − (u2 + u1)∂u1 − u2∂u2⟩;

3. ⟨∂0, ∂1, G1, D = 2x0∂0 + x1∂1 − ∂u2 − u1∂u1⟩.

II. AG1(1, 1) = ⟨∂0, ∂1, G2 = x0∂1 + u2∂u1, D⟩. З комутацiйних спiввiд-

ношень мiж операторами цiєї алгебри випливає, що iснує лише двi

алгебри, що реалiзуються нееквiвалентними представленнями опера-

тора дилатацiї D:

1. ⟨∂0, ∂1, G2, D = 2x0∂0 + x1∂1 +mu1∂u1 + (m+ 1)u2∂u2⟩;

2. ⟨∂0, ∂1, G2, D = 2x0∂0 + x1∂1 +m∂u1 + u2∂u2⟩.

III. AG1(1, 1) = ⟨∂0, ∂1, G3 = x0∂1 + u2∂u1 + ∂u3, D⟩. З комутацiйних

спiввiдношень мiж операторами даної алгебри випливає, що iснує ли-

ше єдина алгебра, яка реалiзується наступним представленням опе-

ратора дилатацiї D:

⟨∂0, ∂1, G3, D = 2x0∂0 + x1∂1 − 2u1∂u1 − u2∂u2⟩.

IV. Так як оператори G4–G8 не комутують з оператором дилатацiї

(3.59) нi при яких значеннях сталих αab, βa, то алгебри ⟨∂0, ∂1, Gi⟩,

i = 4, 8 не можуть бути розширенi до алгебри AG1(1, 1).

Для кожного з отриманих зображень розширених алгебр Галi-

лея знайдемо функцiї F ab, при яких система (3.48) буде iнварiантна

вiдносно цих алгебр.

I.1. Пiдставивши координати iнфiнiтезимального оператора:

ξ0 = 2ax0 + d0, ξ
1 = gx0 + ax1 + d1, η

1 = −au1 + g, η2 = −aku2,

де d0, d1, g, a — довiльнi сталi, в систему визначальних рiвнянь та
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врахувавши формули (3.50), отримаємо:

λ11 = λ22 = kλ12 = 0,

(1− k)k12 = 0, (2− k)λ21 = 0, (1− k)k21 = 0,

ku2 ˙f 11 = f 11, ku2 ˙f 22 = f 22,

ku2 ˙f 12 = (2− k)f 12, ku2 ˙f 21 = kf 21.

(3.69)

З вигляду системи (3.69) видно, що її розв’язок залежить вiд значень

сталої k. Iснує чотири нееквiвалентнi випадки:

k = 0, тодi розв’язок (3.69) задає систему (3.60);

k = 1, тодi розв’язок (3.69) задає систему (3.61);

k = 2, тодi розв’язок (3.69) задає систему (3.62);

k ̸= 0, 1, 2, тодi розв’язок (3.69) задає систему (3.63).

I.2. Пiдставивши координати iнфiнiтезимального оператора:

ξ0 = 2ax0 + d0, ξ
1 = gx0 + ax1 + d1, η

1 = −a(u2 + u1) + g, η2 = −au2,

в систему визначальних рiвнянь, отримаємо:

λ11 = λ22 = λ12 = λ21 = k21 = 0, k11 = k22,

−u2 ˙f 11 + f 11 + f 21 − u2 = 0, −u2 ˙f 12 + f 12 − f 11 + f 22 = 0,

−u2 ˙f 22 + f 22 − f 21 − u2 = 0, −u2 ˙f 21 + f 21 = 0.

(3.70)

Розв’язком рiвнянь (3.70) з використанням (3.50) є система (3.64).

I.3. Пiсля пiдстановки:

ξ0 = 2ax0 + d0, ξ
1 = gx0 + ax1 + d1, η

1 = −au1 + g, η2 = −a

та формул (3.50) у систему визначальних рiвнянь, отримаємо:

λ11 = λ22 = λ21 = k12 = k21 = 0,

˙f 11 − f 11 = 0, ˙f 12 − 2f 12 = 0, ˙f 22 − f 22 = 0, ˙f 21 = 0.
(3.71)

Розв’язавши рiвняння (3.71), одержимо систему (3.65).

II.1. Пiдставивши координати iнфiнiтезимального оператора:

ξ0 = 2ax0 + d0, ξ
1 = gx0 + ax1 + d1, η

1 = amu1 + gu2, η2 = a(m+ 1)u2
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та (3.51) в систему визначальних рiвнянь, пiсля спрощень отримаємо:

λ11 = λ22 = λ21 = k12 = k21 = 0, k11 = k22,

(m+ 1)u1 ˙f 21 + (m+ 1)(u2)2 ˙f 11 + (m+ 2)u2f 11 = 0,

(m+ 2)u1(f 11 − f 22)− (m+ 1)u2[( ˙f 22 − ˙f 11)u1 + ˙f 12] = 2f 12.

(3.72)

Зрозумiло, що розв’язок системи рiвнянь (3.72) залежить вiд значе-

ння сталої m. Iснує два нееквiвалентнi випадки:

m = −1, тодi оператор дилатацiї D спiвпадає з розглянутим

вище (випадок I.1.), який ми повнiстю дослiдили.

m ̸= −1, тодi розв’язок (3.72) задає систему (3.66).

II.2. Пiдставивши координати iнфiнiтезимального оператора:

ξ0 = 2ax0 + d0, ξ
1 = gx0 + ax1 + d1, η

1 = am+ gu2, η2 = au2

та (3.51) в систему визначальних рiвнянь, отримаємо:

λ11 = λ22 = λ21 = k12 = k21 = 0, k11 = k22,

f 21 = C21, (u2)2 ˙f 11 + 2u2f 11 +
1 + C21

u2
m = 0,

u2 ˙f 22 + 2f 22 +
1− C21

(u2)2
m = 0,

u2[ ˙f 22 − ˙f 11] + 2(f 22 − f 11) =
2mC21

(u2)2
,

u2 ˙f 12 + 2f 12 +m(f 22 − f 11) = 0.

(3.73)

Розв’язком (3.73) з використанням (3.51) є (3.67).

III.1. Пiдставивши координати iнфiнiтезимального оператора:

ξ0 = 2ax0 + d0, ξ
1 = gx0 + ax1 + d1, η

1 = −2au1 + gu2, η2 = −u2 + g

та (3.52) в систему визначальних рiвнянь, пiсля спрощень отримаємо:

λ11 = λ22 = λ21 = k12 = k21 = 0, k11 = k22,

f 21 = C21, 2ω ˙f 11 = f 11, 2ω ˙f 22 = f 22, ω ˙f 12 = f 12.
(3.74)

Розв’язком рiвнянь (3.74) з використанням (3.52) є система (3.68).

Теорему 3.6 доведено.
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Iнварiантнiсть вiдносно узагальненої алгебри Галiлея.

Доповнимо розширену алгебру ГалiлеяAG1(1, 1) оператором про-

ективних перетворень

П = x20∂0 + x0x1∂1 + ηa∂ua. (3.75)

За умови виконання вiдповiдних комутацiйних спiввiдношень мiж

операторами алгебри AG1(1, 1) та оператором (3.75), одержимо уза-

гальнену алгебру ГалiлеяAG2(1, 1), при певних функцiях ηa = ηa(x, u),

якi пiдлягають визначенню. Дослiдимо, при яких функцiях F ab сис-

тема (3.48) є iнварiантною вiдносно цiєї алгебри.

Теорема 3.7. Система (3.48) iнварiантна вiдносно узагальненої ал-

гебри Галiлея AG2(1, 1) тодi i тiльки тодi, коли вона локально ек-

вiвалентна однiй iз наступних систем:

u10 + u1u11 + k11u
1
11 + λ12u

2
111 = 0,

u20 + u1u21 + k22u
2
11 = 0,

(3.76)

де ⟨G = G1, D = D1,П = П1 = x20∂0 + x0x1∂1 + (x1 − x0u
1)∂u1⟩;

u10 + u1u11 + C1u
2
1 + k11u

1
11 = 0,

u20 + 2u2u11 + (u1 + C2

√
u2)u21 + k22u

2
11 + λ21u

1
111 = 0,

(3.77)

де ⟨G = G1, D = D2,

П = П2 = x20∂0 + x0x1∂1 + (λx1 − x0u
1)∂u1 − 2x0u

2∂u2⟩;

u10 + u1u11 + C1e
2u2u21 + k11u

1
11 + λ12u

2
111 = 0,

u20 + u11 + [u1 + C2e
u2]u21 + k22u

2
11 = 0,

(3.78)

де ⟨G = G1, D = D6,П = П3 = x20∂0+x0x1∂1+(x1−x0u1)∂u1 −x0∂u2⟩;

u10− m
u2u

1
1+λ12u

2
111+

u21
(u2)2 [(u

1−m lnu2)2+C1(u
1−m lnu2)+C2] = 0,

u20 − u11 −
m

u2
u21 +

1

u2
[2(u1 −m lnu2) + C1]u

2
1 = 0, (3.79)
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де ⟨G = G2, D = D8,

П = П4 = x20∂0 + x0x1∂1 + (mx0 + x1u
2)∂u1 + x0u

2∂u2⟩;

u10 + (1 + C)u2u11 + [2u1 − (1 + C)(u2)2]u21 + k11u
1
11 + λ12u

2
111 = 0,

u20 + Cu11 + (1− C)u2u21 + k11u
2
11 = 0, (3.80)

де ⟨G = G3, D = D9,

П = П5 = x20∂0+x0x1∂1+[−2x0u
1+x1u

2−k11]∂u1+[−x0u2+x1]∂u2⟩;

u10 + u1u11 + C1(u
2)

2−k
k u21 + k1au

a
11 = 0,

u20 + ku2u11 + (u1 + C2(u
2)

1
k )u21 + k22u

2
11 = 0

(3.81)

де ⟨G = G1, D = D4,

П = П6 = x20∂0 + x0x1∂1 + (x1 − x0u
1)∂u1 − kx0u

2∂u2⟩, k ̸= 0;

u10 + u1u11 + [−u2 ln2 u2 + C1u
2 lnu2 + C2u

2]u21 + k1au
a
11 = 0,

u20 + u2u11 + [u1 + C1u
2 − 2u2 lnu2]u21 + k11u

2
11 = 0,

(3.82)

де ⟨G = G1, D = D5,

П = П7 = x20∂0 + x0x1∂1 + [x1 − x0(u
1 + u2)]∂u1 − x0u

2∂u2⟩.

У формулах (3.76)–(3.82) C,Ca (a = 1, 2) — довiльнi сталi.

Доведення. Комутацiйнi спiввiдношення проективного оператора П

з iншими операторами алгебри AG2(1, 1) задають такi нееквiвалентнi

зображення узагальненої алгебри Галiлея:

1. ⟨∂0, ∂1, G1, D1,П = П1 = x20∂0 + x0x1∂1 + (x1 − x0u
1)∂u1⟩;

2. ⟨∂0, ∂1, G1, D2,П = П2 = x20∂0+x0x1∂1+(x1−x0u1)∂u1−2x0u
2∂u2⟩;

3. ⟨∂0, ∂1, G1, D5,П = П3 = x20∂0 + x0x1∂1 + (x1 − x0u
1)∂u1 − x0∂u2⟩;

4. ⟨∂0, ∂1, G2, D7,П = П4 = x20∂0+x0x1∂1+(mx0+x1u
2)∂u1+x0u

2∂u2⟩;

5. ⟨∂0, ∂1, G3, D8,П = П5 = x20∂0+x0x1∂1+[−2x0u
1+x1u

2−k11]∂u1+

+ [−x0u2 + x1]∂u2⟩;
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6. ⟨∂0, ∂1, G1, D3,П = П6 = x20∂0+x0x1∂1+(x1−x0u1)∂u1−kx0u2∂u2⟩,

де k ̸= 0;

7. ⟨∂0, ∂1, G1, D4,

П = П7 = x20∂0 + x0x1∂1 + [x1 − x0(u
1 + u2)]∂u1 − x0u

2∂u2⟩.

Розглянемо перший випадок. Так як система (3.48) iнварiантна вiд-

носно алгебри ⟨∂0, ∂1, G1, D1⟩, то вона має вигляд (3.60). Якщо вима-

гати додатково, щоб система (3.60) була iнварiантна вiдносно опера-

тора П, то з системи визначальних рiвнянь одержуємо, що f(u2) = 0,

тобто одержується система (3.76). Аналогiчно проводиться доведен-

ня для iнших випадкiв теореми 3.7.

Теорему 3.7 доведено.

З отриманих у теоремi 3.7 систем випишемо системи третього

порядку:

1. u10 + u1u11 + k11u
1
11 + λ12u

2
111 = 0,

u20 + u1u21 + k22u
2
11 = 0;

2. u10 + u1u11 + C1u
2
1 + k11u

1
11 = 0,

u20 + 2u2u11 + (u1 + C2

√
u2)u21 + k22u

2
11 + λ21u

1
111 = 0;

3. u10 + u1u11 + C1e
2u2u21 + k11u

1
11 + λ12u

2
111 = 0,

u20 + u11 + [u1 + C2e
u2]u21 + k22u

2
11 = 0;

4. u10 −
m

u2
u11 + λ12u

2
111 +

+
1

(u2)2
[(u1 −m lnu2)2 + C1(u

1 −m lnu2) + C2]u
2
1 = 0,

u20 − u11 −
m

u2
u21 +

1

u2
[2(u1 −m lnu2) + C1]u

2
1 = 0;

5. u10 + (1 + C)u2u11 + [2u1 − (1 + C)(u2)2]u21k11u
1
11 + λ12u

2
111 = 0,

u20 + Cu11 + (1− C)u2u21 + k11u
2
11 = 0.
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Таким чином, у класi систем третього порядку (3.48) лише данi

системи є iнварiантними вiдносно узагальненої алгебри Галiлея. В

зв’язку з тим, що вказанi системи iнварiантнi вiдносно узагальненої

алгебри Галiлея, вони можуть претендувати на описання реальних

фiзичних процесiв. Так, наприклад, перша система зустрiчається в

роботах С. Саковiча [107], система вигляду 2 є системою рiвнянь Бу-

сiнеска (див.[102]).
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gen zwischen x, y, die eine Gruppe von Transformationen gestatten // Arch.

Math. Naturv. — 1883. — 9. — P. 371–393.

[91] Lie S. Klassifikation und Integration von gewohnlichen Differential–gleichun-

gen zwischen x, y, die eine Gruppe von Transformationen gestatten// I, II,

Math. Ann. — 1888. — Vol. 32. — P. 213–281; Gesammetle Abhandlungen// —

Vol. 5. — Leipzig, B. G. Teubner. — 1924. — P. 240–310.

[92] Nikitin A.G., Popovych R.O. Group Classification of Nonlinear Schrodinger

Equations // Ukrainian Mathematical Journal. — 2001. — Vol. 53, № 8. —

P. 1255–1265.

[93] Nikitin A.G., Wiltshire R.J. System of reaction–diffusion equations and their

symmetry properties // J. Math. Phys. — 2001. — Vol. 42. — P. 1666–1688.

[94] Nesterenko M.O. Differential Invariants of Transformations Groups on the

Real Plane// Proceedings of the Fifth International Conference "Symmetry in



142 Список використаних джерел

Nonlinear Mathematical Phisics". — Kyiv: Institute of Mathematics, 2004. —

Vol. 50, Part 1. — P. 211–213.

[95] Olver P. Applications of Lie Groups to Differential Equations. — Berlin: Sprin-

ger. — 1986. — 510 p.

[96] Olver P. Direct reduction and differential constraints // Proc. R. Soc.

Lond. A. — 1994. — Vol. 444. — P. 509–523.

[97] Olver P. Differential invariants and invariant differential equations// Lie

Groups Appl. — 1994. — Vol. 1. — P. 177–192.

[98] Olver P., Rosenau P. Group-invariant solutions of differential equations //

SIAM J. Appl. Math. — 1987. — Vol. 47. — P. 263–278.

[99] Oron A., Rosenau P. Some symmetries of the nonlinear heat and wave equati-

ons // Phys. Lett. A. — 1986. — Vol. 118, № 4. — P. 172–176.

[100] Patera J., Sharp R., Winternitz P. and Zassenaus H. Subgroup of the Poincare

group and their invariats // J. Mat. Phys. — 1976. — Vol. 17, № 6. — P. 977–

984.

[101] Patera J., Winternitz P., Zassenhaus H. Continuous subgroups of the

fundamental groups of physics. 1. General method and the Poincare group //

J. Math. Phys. — 1975. — Vol. 16, № 8. — P. 1597–1624.

[102] Pava J.A. On the Cauchy problem for a Boussinesq–Type system // Advances

in Differential Equations. — 1999. — Vol. 4, № 4. — P. 457–492.

[103] Popovych R.O. On reduction and Q-conditional symmetry // Proceedings of

the Second International Conference "Symmetry in Nonlinear Mathematical

Phisics". — Kyiv: Institute of Mathematics. — 1997. — Vol. 2. — P. 437–443.

[104] Popovych R.O. Equivalence of Q-conditional symmetries under group of local

transformation // Proceedings of Institute of Mathematics of NAS of Ukrai-

ne. — 2000. — Vol. 30, Part 1. — P. 184–189.

[105] Pukhnachov V.V. Nonlocal symmetries in nonlinear heat equations // Energy

methods in continuum mechanics. — 1996. — 316 p.



Список використаних джерел 143

[106] Rideau G., Winternitz P. Nonlinear equations invariant under the Poincare,

similitude and confornal groups in two–dimensional spase–time // J. Math.

Phys. — 1990. — Vol. 31. — P. 1095–1105.

[107] Sakovich S.Yu. Painleve analysis of new soliton equations by Hu // J. Phys.

A: Math. Gen. — 1994. — № 27 — P. 503–505.

[108] Serov N.I., Tulupova L.A. Symmetry properties of the generalized Korteweg–de

Vries and Burgers equations // Dopovidi Akademii Nauk Ukrainy. — 1994. —

№ 12. — P. 42–44.

[109] Serova M., Andreeva N. (Ichanska N.) Evolution equations invariant under

the conformal algebra // Proceedings of the Second International Conference

"Symmetry in Nonlinear Mathematical Phisics". — Kyiv: Institute of

Mathematics. — 1997. — Vol. 1. — P. 217–221.

[110] Tychynin V.A. Non-local symmetry and generating solutions for Harry–Dym–

type equations // J. Phys. A: Math. Gen. — 1994. — Vol. 27. — P. 4549–4556.

[111] Webb G.M. Lie symmetries of a coupled nonlinear Burgers–heat equation

system // J. Phys. A: Math. Gen. — 1990. — Vol. 23, № 17. — P. 3885–3894.

[112] Wilhelmsson H. Plasma temperature and density dynamics including particle

and heat pinch effects // Physica Scripta. — 1992. — Vol. 46. — P. 177–181.

[113] Woyczynski W.A. Burgers–KPZ Turbulence Gottingen lectures. — Berlin: Spri-

nger. — 1998. — 320 p.

[114] Zhdanov R.Z., Lahno V.I. Group classification of heat conductivity equations

with a nonlinear source // J.Phys.A: Math. Gen — 1999. — Vol. 32. — P. 7405–

7418.

[115] Zhdanov R.Z., Tsyfra I.M., Popovych R.O. A precise definition of reduction

of partial differential equations // J. Math. Anal. Appl. — 1999. — Vol. 238,

№ 1. — P. 101–123.


