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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

У формулах iндекси, позначенi латинськими лiтерами, змi-
нюються вiд 1 до n, грецькими — вiд 0 до n. За iндексами, що
повторюються, йде сумування. Нижнi iндекси функцiй позначають
диференцiювання за вiдповiдними змiнними.

Rn — арифметичний дiйсний n-вимiрний простiр.

МАI — максимальна алгебра iнварiантностi.

N, R, C — множини натуральних, дiйсних та комплексних
чисел вiдповiдно.

X̃ — продовження iнфiнiтезимального оператора X.

∂µ = ∂
∂xµ

, ∂u = ∂
∂u — оператори диференцiювання за змiнними

xµ та u.

δab — символ Кронекера.

u(n) — сукупнiсть всiх похiдних функцiї u за змiнною x1 до
порядку n.



ВCТУП

Дослiдження багатьох фiзичних, бiохiмiчних, екологiчних, еко-
номiчних та iнших процесiв потребує побудови математичних моде-
лей. У багатьох випадках такими моделями є диференцiальнi рiвнян-
ня. Найчастiше математичнi моделi є наслiдком загальних законiв
або специфiчних властивостей, що притаманнi даному процесу.

Математичнi моделi у фiзицi почали iнтенсивно розроблятися в
працях I. Ньютона по створенню основ класичної механiки, всесвi-
тнього тяжiння, теорiї свiтла. Їх подальше застосування до величе-
зного кола рiзних фiзичних явищ пов’язанi з iменами Ж. Лагран-
жа, Л. Ейлера, П. Лапласа, Ж. Фур’є, Д. Гауса, Б. Рiмана, М. В.
Остроградського i багатьох iнших учених. Значний внесок у розви-
ток методiв математичних моделей у фiзицi внесли А. М. Ляпунов.
В. А. Стеклов, С. Лi та багато iнших провiдних вчених свiтової нау-
ки. Диференцiальнi рiвняння стали ефективним засобом моделюван-
ня моделей фiзичних явищ, пов’язаних з рiзними фiзичними полями
i хвильовими функцiями в електродинамiцi, акустицi, теорiї пружно-
стi, гiдро- i аеродинамiцi i ряду iнших напрямiв дослiдження фiзи-
чних явищ в суцiльних середовищах, iнших задач науки та технiки.

Це дало поштовх до розвитку рiзноманiтних методiв iнтегрува-
ння диференцiальних рiвнянь: метод вiдокремлення змiнних, метод
спецiальних пiдстановок, метод варiацiї, метод Ейлера, метод Далам-
бера, метод характеристик (Монжа), метод каскадiв (Лапласа), метод
Пуасона, метод розвинення в ряди Фур’є, метод спуску Адамара та
iншi. Одним з таких методiв є метод оберненої задачi розсiяння (та
ряд спорiднених з ними методiв), який було розроблено у 1967 ро-
цi в спiльнiй роботi K. Гарднера (C. Gardner), Дж. Грiна (J. Green),
M. Крускала (M. Kruskal) i P. Мiури (R. Miura) [?] на прикладi не-
лiнiйного рiвняння Кортевега–де Фрiза. Важливу роль в розвитку
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методiв оберненої задачi розсiяння та спорiдненим з ним пiдходiв
до розв’язання багатьох нелiнiйних диференцiальних рiвнянь вiдi-
грали працi українських математикiв, зокрема, Ю.М. Березанського
[?]-[?], В.А. Марченка [?], Л.П. Нижника [?, ?], Є.Д. Бiлоколоса, [?, ?],
Є.Я. Хруслова [?].

Серед методiв, якi з’явилися в останнiй час, слiд вiдзначити
асимптотичний та чисельно-аналiтичний методи дослiдження нових
класiв диференцiальних та диференцiально-функцiональних рiвнянь,
що були розробленi в роботах А.М. Самойленка та Ю.А. Митро-
польського ([?], [?], [?], [?]), А.М. Самойленка та Р.I. Петришина
([?], [?], [?]), А.М. Самойленка та Н.I. Ронто ([?]); варiацiйнi методи
розв’язування лiнiйних та нелiнiйних крайових задач гiдродинамiки,
розробленi I.О. Луковським ([?], [?], [?], [?]); алгоритми наближено-
го розв’язку широкого класу диференцiальних рiвнянь з iмпульсною
дiєю, розробленi М.О. Перестюком ([?], [?], [?]); асимптотичнi методи
аналiзу стохастичних диференцiальних рiвнянь, розвинутi М.I. Пор-
тенком ([?], [?], [?]); чисельно-аналiтичний метод для знаходження
розв’язку задачi Кошi для абстрактних диференцiальних рiвнянь
першого та другого порядкiв з необмеженими операторними коефi-
цiєнтами, розроблений В.Л. Макаровим ([?], [?]) та iншi.

Поширеним методом розв’язування нелiнiйних диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними є метод Софуса Лi ([?], [?], [?], [?],
[?], [?]), в основi якого лежить принцип симетрiї. Вiдкриття С. Лi
полягало в тому, що складнi нелiнiйнi умови iнварiантностi диферен-
цiального рiвняння вiдносно групи перетворень можна замiнити у
випадку неперервної групи бiльш простими лiнiйними умовами iнфi-
нiтезимальної iнварiантностi вiдносно твiрних групи. Цей результат
має велике значення для задач групової класифiкацiї, оскiльки дозво-
ляє шукати замiсть перетворень з групи симетрiй базиснi оператори
з вiдповiдної алгебри лiївської iнварiантностi рiвняння. С. Лi пер-
шим застосував алгебру iнварiантностi диференцiального рiвняння
для теоретико-групової редукцiї та знаходження його точних розв’яз-
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кiв. В подальшому цi методи одержали розвиток в роботах багатьох
видатних вчених. Так в 1905 роцi Пуанкаре застосував iдеї Лi до сис-
теми рiвнянь Максвела, а в 1909 роцi Г. Бейтман опублiкував свою
роботу [?], де одержав точнi розв’язки лiнiйного хвильового рiняння
за допомогою методiв симетрiйного аналiзу, Г. Бiркгоф наголосив на
можливостi застосування теорiї груп у механiцi [?].

Новий етап розвитоку метод С. Лi одержав у роботах Л.В. Овсян-
нiкова [?, ?, ?] i його школи, якими була створена теорiя iнварiантних
i частково-iнварiантних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь. Значну
роль в популяризацiї iдей С. Лi вiдiграла монографiя [?].

Важливi результати в областi теоретико-групового аналiзу були
одержанi Дж. Блуменом та I.Д. Коулом [?, ?], У. Мiллером [?], П. Ол-
вером [?, ?, ?, ?], Н.Х. Iбрагiмовим [?, ?], П. Вiнтернiцем [?, ?, ?]. В
Українi першi роботи з цiєї тематики були опублiкованi В.Г. Костен-
ком наприкiнцi 50-их рокiв [?].

В серединi семидесятих рокiв минулого столiття була створена
Київська школа математикiв, яку очолив В.I. Фущич. Науковцями цi-
єї школи було зроблено суттєвий вклад в розвиток як класичних, так
i нових методiв дослiдження диференцiальних рiвнянь. Серед основ-
них її досягнень необхiдно вiдзначити розроблений В.I. Фущичем та
А. Г. Нiкiтiним [?, ?, ?, ?, ?] новий метод дослiдження симетрiйних
властивостей рiвнянь, особливiсть якого полягає в тому, що базисни-
ми елементами алгебри iнварiантностi є iнтегродиференцiальнi опе-
ратори. Такий пiдхiд дозволив знайти новi симетрiї багатьох добре
вiдомих рiвнянь квантової механiки: Максвела [?], Ламе [?] тощо.

Продовжуючи розвиток iдей Дж. Блумена, I.Д. Коула [?], Ол-
вера та Розенау [?, ?], В.I. Фущич та його учнi [?, ?, ?, ?, ?] ввели
поняття умовної симетрiї та розробили методи її дослiдження. Ре-
зультати дослiджень умовної симетрiї багатьох конкретних рiвнянь
[?, ?, ?, ?, ?] дали можливiсть побудови принципово нових анзацiв,
на основi яких були знайденi точнi розв’язки, що не можуть бути
отриманi стандартним алгоритмом Лi.
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Вiдомо, що усi фiзичнi закони i явища природи пiдпорядкову-
ються певним законам симетрiї. Наприклад, однорiднiсть простору i
часу обумовлює iнварiантнiсть вiдносно перенесення, iзотропiя про-
стору — iнварiантнiсть вiдносно поворотiв, рiвнозначнiсть усiх iнер-
цiальних систем вiдлiку – iнварiантнiсть вiдносно перетворень Галi-
лея та iншi. Таким чином, симетрiя у найбiльш широкому значеннi
— це iнварiантнiсть явища чи об’єкта вiдносно деяких його перет-
ворень. Iснує тiсний зв’язок мiж симетрiєю i законами збереження
у природi. У 1918 Е. Нетер сформулювала теорему, згiдно з якою,
якщо властивостi системи не змiнюються вiд деякого перетворення,
то цьому вiдповiдає певний закон збереження. Наявнiсть симетрiї в
системi обумовлює iснування для неї фiзичної величини, що зберiгає-
ться. Наприклад, закон збереження iмпульсу є наслiдком однорiдно-
стi простору, а закон збереження енергiї — наслiдком однорiдностi
часу. Отже, симетрiя завжди пов’язана iз збереженням i видiляє в
навколишньому свiтi рiзнi iнварiанти.

В.I. Фущич зазначав, що по вiдношенню до диференцiальних рiв-
нянь, симетрiю можна розглядати як принцип, за допомогою якого iз
найрiзноманiтнiших логiчно допустимих моделей (рiвнянь, спiввiдно-
шень) вiдбираються тiльки тi, котрi володiють широкою симетрiєю.
Адже, серед усiєї множини диференцiальних рiвнянь iснує порiвняно
небагато тих, що описують природнi явища. Виникає питання: в чому
їх особливiсть? Так усi основнi рiвняння математичної фiзики (рiв-
няння Ньютона, Лапласа, д’Аламбера, Шредiнгера, Лiувiлля, Дiра-
ка, Максвела i т.д.) iнварiантнi вiдносно достатньо широких груп пе-
ретворень. Саме ця властивiсть видiляє їх iз множини iнших дифе-
ренцiальних рiвнянь.

Принципи симетрiї виражають найбiльш загальнi властивостi
природи. Тому пошук нових симетрiй складає одну з найбiльш ва-
жливих задач фiзики взагалi. Пiзнання властивостей симетрiї, як пи-
сав Е. Вiгнер, "полягає в надiлюваннi структурою законiв природи
або встановленнi мiж ними внутрiшнiх зв’язкiв, так само, як зако-
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ни встановлюють структуру або взаємозв’язок у свiтi явищ". Таким
чином, якщо закони керують явищами, то принципи симетрiї – це за-
кони фiзичних законiв. Тому одним iз застосувань апарату групового
аналiзу є знаходження законiв збереження. Отже, побудова констру-
ктивного математичного апарату, здатного виявляти рiзнi типи симе-
трiй, — одна з найважливiших задач якiсної теорiї диференцiальних
рiвнянь.

Iснує багато областей застосування методiв групового аналiзу
диференцiальних рiвнянь. Так знання груп симетрiї даного рiвняння
дозволяє генерувати новi розв’язки з вiдомих. Вiдшукання групи пе-
ретворень еквiвалентностi даного рiвняння дає можливiть записати
його у найбiльш простiй для дослiдження формi.

Оскiльки теоретико-груповi методи дають можливiсть iнтегру-
вання диференцiальних рiвнянь, якi мають нетривiальнi групи iн-
варiантностi, то актуальною є задача повної групової класифiкацiї
диференцiальних рiвянь, яка дозволяє їз заданого класу рiвнянь ви-
дiлити тi, якi володiють широкими симетрiйними властивостями.

Ще однiєю з найбiльш важливих задач є задача видiлення з за-
даного класу рiвнянь таких, якi допускають в якостi групи iнварi-
антностi деяку вiдому групу.

Таким чином, розвиток методiв групового аналiзу є актуальним
i набуває особливого значення при розв’язаннi тих диференцiальних
рiвнянь, для яких iншi методи є неефективними. Розв’язанню таких
актуальних задач i присвячена дана монографiя. Коротко сформу-
люємо основнi поняття та визначення, що використовуються в нiй.

Розглядаємо клас систем диференцiальних рiвнянь з частинни-
ми похiдними m – го порядку

S(x, u(m), F(s)) = 0, (0.1)

де S ∈ Rk, x = (x0,
−→x ) ∈ R1+n, u = u(x) ∈ Rk, F = F (x, u(r)) ∈

Rl — довiльнi гладкi функцiї, u(r) = (u, u
1
, . . . , u

r
), u

r
, — сукупнiсть

всеможливих похiдних r-го порядку функцiй u за змiнними x, F(s) =
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(F, F
1
, . . . , F

s
), F

s
— сукупнiсть всеможливих похiдних s – го порядку

функцiй F за змiнними y = (x, u(r)) .
Наведемо основнi поняття методу С. Лi згiдно [?].

Означення 0.1. Група Лi локальних перетворень вигляду

x̃ = f(x, u, θ), ũ = g(x, u, θ), (0.2)

де θ — довiльнi параметри, θ ∈ Rl, називається l-параметричною
групою точкових симетрiй рiвняння (??), якщо множина розв’яз-
кiв (??) iнварiантна вiдносно перетворень (??).

Означення 0.2. Алгеброю Лi групи (??) називається лiнiйний век-
торний простiр, базисом якого є диференцiальнi оператори першого
порядку

Xb = ξb(x, u)∂x + ηb(x, u)∂u, (0.3)

де

ξb = ∂f b

∂θ

∣∣∣∣
θ=0

, ηb = ∂gb

∂θ

∣∣∣∣
θ=0

, (0.4)

зi стандартною операцiєю комутування.

Мiж групами Лi перетворень (??) i алгебрами Лi iснує взаємно-
однозначна вiдповiднiсть (перша теорема Лi). Якщо вiдомi перетво-
рення (??), то координати iнфiнiтезiмальних операторiв (??) знахо-
дяться з умов (??). Щоб вiдновити групу Лi по її алгебрi Лi, необхiдно
розв’язати наступну задачу Кошi (систему рiвнянь Лi):

∂f
∂θ

= ξ(f, g),
∂g
∂θ

= η(f, g),

f
∣∣∣∣
θ=0

= x, g
∣∣∣∣
θ=0

= u.
(0.5)

Сформулюємо алгоритм Лi знаходження алгебри iнварiантностi сис-
теми рiвнянь (??).

Теорема 0.1. Диференцiальний оператор

X = ξ(x, u)∂x + η(x, u)∂u (0.6)
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є оператором iнварiантностi системи (??) тодi i тiльки тодi, коли

X̃S(x, u(m))

∣∣∣∣∣ S = 0
≡ 0, (0.7)

де

X̃ = X + η
1
∂u

1
+ η

2
∂u

2
+ . . .+ η

k
∂u
k

+ . . . , (0.8)

причому

η
k

= D η
k−1
− u

k
Dξ,

D = ∂x + u
1
∂u + u

2
∂u

1
+ . . .+ u

k
∂ u
k−1

+ . . . .

Записавши (??) в розгорнутому виглядi, пiсля розщеплення по
похiдних, отримуємо систему лiнiйних рiвнянь з частинними похi-
дними вiдносно координат ξ, η оператора X (систему визначальних
рiвнянь), загальний розв’язок якої визначає максимальну в розумiн-
нi Лi алгебру iнварiантностi рiвнянь (??). Використовуючи формули
(??), можна визначити локальнi групи Лi, що вiдповiдають данiй ал-
гебрi.

Означення 0.3. Перетворення вигляду

x̃ = f(x, u, θ), ũ = g(x, u, θ), F̃ = Φ(x, u, F, θ), (0.9)

де θ — довiльнi параметри, θ ∈ Rl, називаються перетвореннями
еквiвалентностi системи (??), якщо дiя перетворень (??) перет-
ворює систему (??) в iншу систему S ′, яка належить до того ж
класу систем, що й система (??).

Нехай, функцiї F задовольняють деякi додатковi умови

Q(x, u(m), F(q)(x, u(m))) = 0, Q ∈ Rr. (0.10)

Цi умови складаються з r диференцiальних рiвнянь для функцiй
F , де F(q)(x, u(m)) — множина всiх частинних похiдних функцiй F

порядку не вище q.
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Позначимо кожний клас систем рiвнянь вигляду (??), в якому
функцiї F задовольняють умовi (??), як S|Q.

Кожнiй однопараметричнiй групi локальних точкових перетво-
рень, що залишає систему S|Q iнварiантною, вiдповiдає iнфiнiте-
зимальний оператор (??). Повний набiр таких груп генерує ма-
ксимальну групу Gmax = Gmax(S|Q) з вiдповiдною алгеброю Лi
Amax = Amax(S|Q) iнфiнiтезимальних операторiв системи S|Q.

Основною групою iнварiантностi системи (??) назвемо
групу:

Gbas = Gbas(S|Q) =
⋂
Q=0

Gmax(S|Q)

з вiдповiдною алгеброю Лi

Abas = Abas(S|Q) =
⋂
Q=0

Amax(S|Q).

Групу перетворень вигляду (??) системи (??) позначимо

Gequiv = Gequiv(S|Q).

Тодi задача групової класифiкацiї системи (??) полягає у знаходжен-
нi всiх нееквiвалентних випадкiв розширення Abas, тобто у знахо-
дженнi всiх Gequiv - нееквiвалентних виглядiв функцiй F , якi задо-
вольняють рiвняння (??) i умову Amax(S|Q) 6= Abas.

Повна група еквiвалентностiGequiv класу систем S|Q складається
з групи неперервних перетворень еквiвалентностi Gequiv

cont та з групи
точкових перетворень екввалентностi Gequiv

point .
Детальнiше зупинимося на вiдшуканнi групи неперервних перет-

ворень еквiвалентностi Gequiv
cont .

Для вiдшукання Gequiv
cont можна застосувати iнфiнiтезимальний

пiдхiд, згiдно якого Gequiv
cont породжується iнфiнiтезимальним опере-

тором еквiвалентностi, який шукатимемо у виглядi

E = ξ(x, u)∂x + η(x, u)∂u + ζ(x, u(m), F )∂F . (0.11)
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Умову еквiвалентностi системи S|Q вiдносно перетворень, поро-
джених оператором еквiвалентностi E, можна записати у виглядi

ẼS∣∣∣∣∣∣∣
S = 0,

Q = 0

= 0, ẼQ∣∣∣∣∣∣∣
S = 0,

Q = 0

= 0,
(0.12)

де Ẽ — продовження оператора E, яке визначається за правилом:

Ẽ = E + η
1
∂u

1
+ ζ

1
∂F

1

+ η
2
∂u

2
+ ζ

2
∂F

2

+ . . .+ η
k
∂u
k

+ ζ
k
∂F
k

+ . . . , (0.13)

ζ
k

= D ζ
k−1
− F

k
Dχ,

D = ∂y + F
1
∂F + F

2
∂F

1

+ . . .+ F
k
∂ F
k−1

+ . . . ,

y = (x, u(m)), χ = (ξ, η(m)), η(m) = (η, η
1
, η

2
, . . . , η

m
).

Розщепивши по похiдних функцiй u та F умови еквiвалентностi (??),
одержуємо систему визначальних рiвнянь, загальний розв’язок якої
визначає координати оператора евiвалентностi E.

Коли координати оператора E встановленi, перетворення
еквiвалентностi можна визначити, розв’язавши наступну задачу Ко-
шi (систему рiвнянь типу Лi):

∂f
∂θ

= ξ(f, g),
∂g
∂θ

= η(f, g), ∂Φ
∂θ

= ζ(f, g,Φ),

f
∣∣∣∣
θ=0

= x, g
∣∣∣∣
θ=0

= u, Φ
∣∣∣∣
θ=0

= F.
(0.14)

На алгоритм Лi та алгоритм знаходження перетворень еквiва-
лентностi, описаних вище, спирається доведення ряду основних ре-
зультатiв даної книги.

У першому роздiлi проведено повну групову класифiкацiю ска-
лярного рiвняння реакцiї-конвекцiї-дифузiї

u0 = ∂1[f
1(u)u1] + f 2(u)u1 + f 3(u). (0.15)
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Задача групової класифiкацiї даного рiвняння розв’язувалася за
наступною схемою.

1. На основi алгоритму, описаного вище, знайдено основну групу
перетворень еквiвалентностi Gequiv

cont .
2. Використавши прямий метод, знайдено всеможливi локальнi

перетворення, якi зводять довiльне рiвняння даного класу до рiвнян-
ня цього ж класу.

3. На основi алгоритму Лi [?] з умови iнварiантностi (??) одер-
жали систему визначальних рiвнянь на координати оператора (??).
Пiсля розв’язання тих рiвнянь з визначальної системи, якi не мiсти-
ли довiльних функцiй fa та їх похiдних, вигляд координат оператора
(??) дещо уточнився.

4. Рiвняння, що мiстять довiльнi функцiї fa або їх похiднi, на-
звемо класифiкацiйними. Вважаючи в класифiкацiйних рiвняннях
функцiї fa довiльними, пiсля розщеплення цих рiвнянь за всiма не-
зв’язаними похiдними довiльних функцiй fa, отримали систему ди-
ференцiальних рiвнянь з частинними похiдними на координати iнфi-
нiтезимального оператора (??). В результатi розв’язання останньої
системи одержали алгебру Abas.

5. Враховуючи спiввiдношення функцiй fa та їх похiдних, по
вигляду класифiкацiйних рiвнянь записали i розв’язали "структурнi
рiвняння". В результатi одержали необiднi умови розширення алгеб-
ри Abas. Зображення одержаних нелiнiйностей fa дещо спростили за
допомогою неперервних перетворень еквiвалентностi Gequiv

cont .
6. Розв’язавши класифiкацiйнi рiвняння вiдносно координат опе-

ратора (??), для кожного з нееквiвалентних виглядiв функцiй fa, що
допускають розширення Abas, побудовано максимальну алгебру iнва-
рiантностi Amax(S|Q).

7. За допомогою додаткових перетворень еквiвалентностi части-
ну одержаних рiвнянь зведено до iнших, еквiвалентних рiвнянь, якi
також допускають розширення Abas. Таким чином, одержали нееквi-
валентнi зображення нелiнiйностей fa та вiдповiдних максимальних
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алгебр iнварiантностi рiвняння (??) в найбiльш спрощеному виглядi.
8. Для деяких рiвнянь класу (??) прямим методом знайдено дис-

кретнi перетворення iнварiантностi, якi не можуть бути одержанi за
методом Лi, та побудовано формули розмноження розв’язкiв.

В другому роздiлi введено поняття Q-умовної еквiвалентностi.
Вказана додаткова умова, яка разом з умовою еквiвалентностi до-
зволяє повнiстю розв’язати задачу групової класифiкацiї. Вказано
алгоритм вiдшукання операторiв Q-умовної еквiвалентностi та про-
iлюстровано його застосування для проведення повної групової кла-
сифiкацiї на прикладах нелiнiйного рiвняння теплопровiдностi та ево-
люцiйного рiвняння другого порядку

У третьому роздiлi розглянуто систему нелiнiйних рiвнянь
реакцiї-конвекцiї-дифузiї

U0 = ∂1[F (U)U1] +G(U)U1 +H(U). (0.16)

Для системи (??) поставлена та розв’язана задача побудови най-
бiльш загального її вигляду, що допускає iнварiантнiсть вiдносно ал-
гебри Галiлея та її розширень операторами масштабних та проектив-
них перетворень.

У першому пiдроздiлi цього роздiлу дослiджено групу неперерв-
них перетворень еквiвалентностi Gequiv

cont системи (??), що дало можли-
вiсть в подальшому максимально спростити одержанi нелiнiйностi.

В другому пiдроздiлi даного роздiлу на основi алгоритму Лi [?]
з умови iнварiантностi (??) одержано систему визначальних рiвнянь
на координати оператора (??) та становлено вигляд основної алгебри
iнварiантностi Abas системи (??).

В третьому пiдроздiлi доведено, що єдиноможливою реалiзацiєю
алгебри AG(1,1) є реалiзацiя вигляду

< ∂0, ∂1, G = x∂0∂1 + x1Q1 +Q2, Q1 >, (0.17)

де оператори Q1 i Q2 мають вигляд Qi = (αiabu
b + βia)∂ua, причому

αiab, β
i
a — const, i = 1; 2, та задовольняють умову [Q1, Q2] = 0.
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В четвертому пiдроздiлi з точнiстю до перетворень еквiвалентно-
стi Gequiv

cont встановлено вигляд нелiнiйностей, при яких система (??)
iнварiантна вiдносно алгебри Галiлея (??).

В п’ятому та шостому пiдроздiлах вiдповiдно вказано зображен-
ня розширеної алгебри Галiлея для системи (??) та з точнiстю до
перетворень еквiвалентностi Gequiv

cont знайдено нелiнiйностi, при яких
дана система iнварiантна вiдносно цiєї алгебри.

В сьомому пiдроздiлi знайдено єдиноможливу реалiзацiю уза-
гальненої алгебри Галiлея для системи (??).

Серед результатiв дослiдження варто наголосити на одержаних
у восьмому пiдроздiлi, де з точнiстю до перетворень еквiвалентнгостi
Gequiv
cont виписано всi можливi вигляди нелiнiйностей, при яких система

(??) iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея. Слiд зазна-
чити, що шiсть з таких систем є узагальненням результатiв, одержа-
них в роботах [?], [?], [?], [?], [?], [?], [?].

Також серед систем класу (??) одержано систему, яка не є уза-
гальненням ранiше вiдомих галiлеївськи iнварiантних систем даного
класу.

Центральними задачами математичної фiзики є побудова мате-
матичних моделей фiзичних явищ, їх дослiдження та розв’язування.

Дослiдження моделей фiзичних процесiв є досить складною за-
дачею, оскiльки модельнi диференцiальнi рiвняння, як правило, мi-
стять функцiональнi параметри. Використання результатiв симетрiй-
ного аналiзу диференцiальних рiвнянь може її суттєво полегшити. В
зв’язку з цим актуальною є задача групової класифiкацiї диференцi-
альних рiвнянь, розв’язання якої дозволяє видiлити iз даного класу
рiвнянь тi, що мають вiдповiднi симетрiйнi властивостi.

Початок розв’язування задачi групової класифiкацiї було покла-
дено в роботах С. Лi, де вiн здiйснив групову класифiкацiю лiнiйних
(1+1)-вимiрних рiвнянь другого порядку параболiчного типу [?]. Су-
часну постановку задачi групової класифiкацiї було здiйснено Л.В.
Овсяннiковим , який в роботi [?] вперше провiв повну групову кла-
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сифiкацiю нелiнiйного (1+1) – вимiрного рiвняння теплопровiдностi

ut = ∂x(D(u)ux). (0.18)

В наступних дослiдженнях симетрiйних властивостей об’єктом роз-
гляду стали узагальнення рiвняння (??). Так, зокрема, класифiкацiю
рiвняння:

ut + uxx = ∂x(k(u)ux) (0.19)

проводив у своїх дослiдженнях В.Л. Катков. Результати цих дослiд-
жень вiдображенi у роботi [?].

В роботi [?] В.А.Тичинiним дослiджено симметрiю и знайдено
точнi розв’язки рiвняння

ut = h(u)uxx.

Повну групову класифiкацiю рiвняння теплопровiдностi з дже-
релом (стоком), яке використовується при моделюваннi бiологiчних
та фiзико-хiмiчних процесiв

ut = ∂x(D(u)ux) + g(u) (0.20)

та його узагальнень на дво- та тривимiрний випадок провiв В.А.
Дороднiцин у роботах (1982,[?]), (1983,[?]). Зауважимо, що це було
зроблено значно пiзнiше пiсля роботи Л. Овсяннiковa, що пов’яза-
но зi складнiстю реалiзацiї алгоритму Лi для розв’язання таких за-
дач у випадку, коли рiвняння мiстить двi i бiльше довiльнi функцiї.
Продовжили роботу в цьому напрямi А. Орон, П. Розено (1986, [?]),
C.М.Юнг, К. Вербург, П. Бавеє (1994, [?]), та М.П. Едвардс (1994,[?]),
якi працювали над дослiдженням симетрiйних властивостей рiвнянь
дифузiї–конвекцiї

ut = ∂x(D(u)ux) + f(u)ux. (0.21)

Вагомий внесок в цьому напрямку було зроблено I. Ахатовим, Р. Га-
зiзовим i Н. Iбрагiмовим, якi у 1987 роцi опублiкували роботу [?], де
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провели класифiкацiю симетрiйних властивостей рiвняння

ut = G(ux)uxx. (0.22)

У роботах [?], [?], [?] з точнiстю до перетворень еквiвалентностi
проведений вичерпний аналiз симетрiй Лi нелiнiйних рiвнянь тепло-
провiдностi з конвективним членом

ut = ∂x(D(u)ux) + f(u)ux + g(u) (0.23)

при умовi, що f(u) 6= 0.
Р.О. Попович, та Н.М. Iванова в роботi [?] провели повну групо-

ву класифiкацiю та дослiдили перетворення еквiвалентностi рiвнянь
вигляду

f(x)ut = (g(x)a(u)ux)x + b(u)ux. (0.24)

В роботах [?], [?] А.М. Самойленко та В.I. Лагно; у роботi [?] В.I. Ла-
гно, С.В. Спiчак та В.I. Стогнiй; а також Р.З. Жданов [?], [?] та
П. Бесараб-Горват [?] провели повну групову класифiкацiю найбiльш
загальних квазiлiнiйних рiвнянь еволюцiйного типу

ut = F (t, x, u, ux)uxx +G(t, x, u, ux). (0.25)

У роботах С.В. Спiчака, В.I. Стогнiя [?], [?] знайденi максимальнi
групи перетворень та побудованi деякi класи точних розв’язкiв для
одновимiрного рiвняння Фокера-Планка (ФП) з довiльними доста-
тньо гладкими функцiями A(t, x), B(t, x)

∂u

∂t
= − ∂

∂x
[A(t, x)u] +

1

2

∂2

∂x2
[B(t, x)u]. (0.26)

Таким чином, протягом останнiх 20–30 рокiв придiлялось багато
уваги дослiдженню класичних симетрiй рiвняння реакцiї-конвекцiї-
дифузiї, оскiльки рiвняння цього класу займають вагоме мiсце серед
рiвнянь математичної фiзики. Вони використовуються для моделю-
вання процесiв переносу енергiї в плазмi, розподiлу розчинiв у грунтi,
рух рiдин в пористому середовищi, процеси хемотаксису та iншi фi-
зичнi та бiохiмiчнi процеси.
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Зважаючи на її актуальнiсть, однiєю з задач, що визначили на-
прямок проведених у дисертацiї дослiджень, стала задача групової
класифiкацiї нелiнiйних рiвнянь та систем рiвнянь параболiчного
типу. Зокрема,в другому роздiлi розв’язана задача повної групової
класифiкацiї скалярного рiвняння реакцiї-конвекцiї-дифузiї, яке уза-
гальнює рiвняння (??), (??), (??).

В даному випадку задача групової класифiкацiї формулюється
наступним чином: дослiдити симетрiйнi властивостi рiвняння вигля-
ду (??) при довiльних нелiнiйностях D(u), f(u), g(u). Дана задача
розв’язана з точнiстю до перетворень еквiвалентностi. Очевидно, що
знання перетворень еквiвалентностi значно полегшує задачу групо-
вої класифiкацiї диференцiальних рiвнянь. Вагомий внесок у розро-
блення методiв побудови груп перетворень еквiваленностi було вне-
сено I. Ахатовим, Р. Газiзовим та Н. Iбрагiмовим. Подальший роз-
виток цi iдеї одержали в роботах В.I. Лагна, С.В. Спiчака та В.I.
Стогнiя, де описано новий пiдход до розв’язування задачi групової
класифiкацiї диференцiальних рiвнянь, який є синтезом методу Лi-
Овсяннiкова, результатом класифiкацiї абстрактних скiнченновимiр-
них дiйсних алгебр Лi та технiки використання перетворень еквiва-
лентностi.

Р.О. Поповичем у роботi [?] модифiковано концепцiю групової
класифiкацiї i поширено до класифiкацiї допустимих перетворень у
класах диференцiальних рiвнянь. Ним переглянуто iснуючi понят-
тя групового аналiзу, описано поняття умовної групи еквiвалентно-
стi, нормалiзований клас диференцiальних рiвнянь та дослiджено їх
властивостi.

В другому роздiлi даної роботи продовжено розвиток методу за-
стосування перетворень еквiвалентностi для групової класифiкацiї
диференцiальних рiвнянь шляхом введення поняття Q-умовної еквi-
валентностi та проiлюстровано його застосування до класифiкацiї де-
яких еволюцiйних рiвнянь.

Узагальненням рiвняння реакцiї-конвекцiї-дифузiї є система рiв-
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нянь реакцiї-конвекцiї-дифузiї. В цьому класi мiстяться такi системи,
якi широко застосовуються в теорiї процесiв тепломасопереносу, ди-
фузiї, описують еволюцiю температури u1 та густини u2 у термоядер-
нiй плазмi [?], [?] та багатьох iнших.

До класу систем (??) належать системи, якi описують рiзнi фiзи-
чнi та бiохiмiчнi процеси. Наприклад, система (??) є моделлю еволю-
цiї температури та густини у термоядернiй плазмi. В бiологiї систе-
ма рiвнянь реакцiї-адвекцiї-дифузiї описує модель спiльноти хижак-
жертва, перемiщення в колонiях бактерiй пiд дiєю рiзних чинникiв
та iн. Одним з прикладань системи (??) в екологiї є дослiдження
процесiв розповсюдження забруднювальних речовин у водоймах або
атмосферi. В медицинi за допомогою систем класу (??) моделюється
процес згортання кровi. Також система (??) моделює гiдродiнамiчну
нестiйкiсть, що виникає поблизу роздiлу двох незмiшуваних рiдин,
що зустрiчаються в процесах нафтоперегонки, горiння, сепарацiї та
iнших. При переходi у системi (??) до комплексої змiнної можна одер-
жати моделi, що описують рух квантової частинки (рiвняння Шре-
дiнгера), стан надпровiдника в зовнiшньому магнiтному полi (рiвнян-
ня Гiнзбурга-Ландау) та магнiтогiдродинамiчнi хвилi в плазмi.

Однiєю з систем типу (??) є вiдома дифузiйна система Лотки-
Вольтера

ut = d1uxx + u(a1 + b1u+ c1v),

vt = d2vxx + v(a2 + b2u+ c2v)

запропонована незалежно Лоткою i Вольтером, як математична мо-
дель конкретних процесiв. Перший з них показав, що ця модель буде
описувати експерементально зафiксовану перiодичну змiну концен-
трацiй двох хiмiчних речовин, якi реагують, другий — що такi рiв-
няння моделюють процес боротьби мiж двома популяцiями тварин,
одна з яких репрезентує хижакiв, а друга — їхнiх жертв.

У роботах [?, ?] зроблено вичерпний опис симетрiй Лi для багато-
вимiрних систем диференцiальних рiвнянь реакцiї дифузiї зi сталими
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коефiцiєнтами дифузiї вигляду

ut = ∆u+ F (u, v),

vt = ∆v +G(u, v),

де u = u(t,−→x ), v = v(t,−→x ), −→x εRn, 4 – оператор Лапласа.
В роботах [?], [?], [?] побудованi класи нелiнiйних систем двох

рiвнянь параболiчного типу, iнварiантних вiдносно алгебри Галiлея
та її розширень. При конкретних виглядах функцiй F (U) симетрiйнi
властивостi системи рiвнянь

Ut = ∂x[F (U)Ux], (0.27)

де U =

(
u1

u2

)
, F (U) =

(
f 11 f 12

f 21 f 22

)
, ua = ua(t, x), fab = fab(U) —

довiльнi гладкi функцiї, a, b = 1, 2 дослiдженi в роботах [?], [?], [?] i
методами лiївської та умовної симетрiї знайдено деякi точнi розв’язки
цих систем.

У роботi [?] дослiджено конформну iнварiантнiсть системи (??),
при наступному виглядi матрицi F :

F =

(
λ1u

α1 λ2
uα1+1

v
λ3u

α2−1v λ4u
α2

)
, де u = u1, v = u2.

Система (??) дослiджувалась також i в роботi А.В. Гладкова,
В.А. Байкова [?], де виявленi два зображення алгебри конформного
типу.

У роботi [?] розв’язана задача дослiдження конформної iнварi-
антностi системи (??) вiдносно алгебри

AC1(1) = 〈∂0, ∂1, D = 2x1∂1 +Q, K = x2
1∂1 + x1Q〉, (0.28)

де Q = (mabu
b + na)∂ua, mab, na — довiльнi сталi, a, b = 1, 2.

Так, розповсюдження бактерiальних популяцiйних хвиль опису-
ється математичними моделями, основаними на рiвняннях Келлера-
Сегеля [?]

St = DSSxx + k1g(S)b,

bt = −ν∂x[bχ(S)Sx] +Dbbxx + k2g(S)b,
(0.29)
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де St = ∂S
∂t , Sx = ∂S

∂x , bt = ∂b
∂t , Sxx = ∂2S

∂x2 , bxx = ∂2b
∂x2 , ∂x = ∂

∂x , при-
чому S(t, x) — концентрацiя субстрату-аттрактанту, який споживає-
ться бактерiями, b(t, x) — щiльнiсть бактерiй, g(S) — питома швид-
кiсть росту бактерiй, χ(S) — функцiя хемотаксисної вiдповiдi, DS

та Db — коефiцiенти дифузiї субстрату та бактерiй вiдповiдно; ν, k1

k2 — сталi; t,x — часова та просторова змiннi вiдповiдно. Моделлю
Келлера – Сегеля та її деякими модифiкацiями описується також
формування та поширення хемотаксисних кiлець Адлера [?] та рiзнi
процеси структуроутворення в бактерiальних колонiях при їх взає-
модiї [?].

Кооперативна поведiнка найпростiших мiкроорганiзмiв також
описується системою вигляду

Ut = ∂x[F (U)Ux] +G(U), (0.30)

де G =

(
g1

g2

)
, ga = ga(U) — довiльнi гладкi функцiї, a = 1, 2, яка

є узагальненням системи (??). Наприклад, математична модель , що
описує процес агрегацiї мiксомiцстiв має вигляд, подiбний до моделi
Келлера – Сегеля:

ρt = ∇(Dρ∇ρ) + f(ρ, a)− k(ρ, a),

at = ∇(Da∇a−Dc∇ρ),
(0.31)

де a(r, t) та ρ(r, t) — концентрацiя амеб i молекул аттрактанта цАМФ
(циклiчна аденозинмонофосфорна кислота) вiдповiдно, Da та Dρ —
коефiцiенти дифузiї, а Dc характеризує силу хемотаксисної вiдповiдi
окремих клiтин; f — швидкiсть синтезу цАМФ, k — швидкiсть роз-
паду цАМФ.

Формування безперетинних структур при сповiльненому поши-
реннi популяцiйних хвиль бактерiй описується модифiкованою систе-
мою Лапiдуса – Шиллера:

St = DSSxx − λ(S)b,

bt = −V ∂x[bfx(S)] +Dbbxx +R(S)b,
(0.32)
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де S(t, x) — густина субстрату-аттрактанту, b(t, x) — концентрацiя
бактерiй, λ(S) = αR(S), α−const(α ≤ 1), R(S) — швидкiсть розмно-
ження бактерiй, f(S) — функцiя чуттєвостi бактерiй до субстрату-
аттрактанту, причому R, f задаються рiвностями R(S) = R0S(S +

Sk)
−1, f(s) = S(S + Sk)

−1, R0, Sk, DS, Db, V — сталi.
В роботi [?] проведена повна групова класифiкацiя системи

Ut = ∂x

[(
λ1 0

f(u1) λ2

)
Ux

]
+G(U), (0.33)

яка є узагальненням систем (??), (??).
I.В. Князева та М.Д. Попов в роботi [?] виконали групову кла-

сифiкацiю системи нелiнiйних рiвнянь дифузiї вигляду

ut − (f(u, v)ux)x = 0, vt − (g(u, v)vx)x = 0.

Узагальненням вище наведених систем є система вигляду (??). До-
слiдженню симетрiйних властивостей систем класу (??) придiляло
увагу багато вiдомих науковцiв. При рiзних виглядах сталої матрицi
дифузiї F = Λ та G(U) = 0 одержали вагомi результати А.Г. Нiкi-
тiн та Р. Вилтшир (див. наприклад [?], [?], [?], [?], [?]). Р.М. Чернiга
та Дж. Кiнг [?], [?], [?], що були одержанi у роботах по дослiджен-
ня iнварiантностi системи реакцiї дифузiї. До цього ж класу систем
належить i нелiнiйна система рiвнянь конвекцiї-дифузiї, симетрiйнi
властивостi якої вивченi в роботi [?].

До систем класу (??) належить також система

ut = (1 + im0)u+ (1 + im1)uxx − (1 + im2)u
2v,

vt = (1− im0)v + (1− im1)vxx − (1− im2)v
2u,

яка еквiвалентна рiвнянню

wt = (1 + im0)w + (1 + im1)wxx − (1 + im2)|w|2w, (0.34)

де m0,m1,m2 – сталi дiйснi числа, w = u+ iv, u = u(x, t), v = v(x, t)

– дiйснi функцiї. Рiвняння (??) є вiдомим як рiвняння Гiнзбурга-
Ландау або Курамото-Цузукi [?]. Воно є основним iнструментом для



Вступ 25

iнтерпритацiї експерементальних даних в областi фiзики нерiвнова-
жних середовищ, лазерiв , хiмiчнiй кiнетицi та iн. i лежать в основi
багатьох технiчних застосувань [?], [?], [?]. Симетрiйнi властивостi
рiвняння Гiнзбурга-Ландау вивчались, наприклад в роботах А.Г. Нi-
кiтiна [?] та В.С. Бермана i Ю.А. Данiлова [?].

Аналогiчно до рiвняння Гiнзбурга-Ландау при переходi у рiв-
няння Шредiнгера до системи можна одержати систему класу (??).
Нелiнiйнi рiвняння Шредiнгера вiдiграють виключно важливу роль
в теорiї розвитку слабо змiнних хвильових шлейфiв в стiйких слабо
нелiнiйних системах i зустрiчаються в цiлому рядi галузей фiзики,
включаючи фiзику плазми i нелiнiйну оптику. Вони використову-
ються в геометричнiй оптицi, нелiнiйнiй квантовiй механiцi i теорiї
конденсацiї Бозе-Ейнштейна. Симетрiйнi властивостi рiвняння Шре-
дiнгера вивчались багатьма авторами (див., наприклад, [?], [?], [?]).

Але повну групову класифiкацiю нелiнiйних систем класу (??)
досi не проведено. В зв’язку з цим дослiдженню системи (??) придi-
лено увагу у третьому роздiлi.

Одним з важливих напрямкiв групового аналiзу є побудова най-
бiльш загального диференцiального рiвняння з частинними похiдни-
ми, яка допускає в якостi групи iнварiантностi деяку вiдому групу
локальних перетворень.

Ще Якобi запропонував вивiд законiв збереження у класичнiй
мехiнiцi на основi принципiв симетрiї. Пiзнiше Клейн проаналiзував
з цiєї точки зору рiвняння загальної теорiї вiдносностi i пiдкреслив
важливiсть вивчення теоретико-групової природи законiв збережен-
ня для диференцiальних рiвнянь. Об’єднавши методи формального
варiацiйного числення i теорiї груп Лi, Е. Нетер у 1918 сформулювала
теорему, згiдно з якою, якщо властивостi системи не змiнюються вiд
деякого перетворення, то цьому вiдповiдає певний закон збереження.
Тому симетрiйнi властивотi є потужним iнструментом для видiлення
з певного класу рiвнянь чи систем, якi в бiльшiй мiрi, нiж iншi логi-
чно допустимi моделi, претендують на описання реальних фiзичних
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процесiв. З iншого боку вiдомо, що лiнiйна система дифузiї iнварiант-
на вiдносно алгебри Галiлея та її розширень операторами маштабних
та проективних перетворень. Логiчно допустити, що її узагальнення
системою рiвнянь реакцiї-конвекцiї-дифузiї володiє подiбними симе-
трiйними властивостями.

Тому у третьому роздiлi поставлена i розв’язана задача се-
ред систем класу (??) за допомогою симетрiйних методiв видiли-
ти тi системи, якi є iнварiантними вiдносно алгебри Галiлея та
її розширень операторами маштабних та проективних перетво-
рень. Тобто розглянута задача встановлення вигляду нелiнiйностей
F (U), G(U), H(U), при яких система (??) iнварiантна вiдносно ал-
гебр Галiлея. В наслiдок дослiджень, проведених в даному роздiлi, за-
пропонованi галiлей-iнварiантнi системи нелiнiйних рiвнянь реакцiї-
конвекцiї-дифузiї, якi в силу своїх симетрiйних властивостей претен-
дують на описання фiзичних процесiв, що задовольняють принципу
вiдносностi Галiлея.

Таким чином, отриманi результати можуть бути використанi при
розв’язуваннi ряду конкретних задач теорiї диференцiальних рiвнянь
та математичної фiзики.



РОЗДIЛ 1

КЛАСИФIКАЦIЯ СИМЕТРIЙНИХ
ВЛАСТИВОСТЕЙ НЕЛIНIЙНОГО РIВНЯННЯ

РЕАКЦIЇ-КОНВЕКЦIЇ-ДИФУЗIЇ

Нелiнiйне рiвняння реакцiї-конвекцiї-дифузiї

u0 = ∂1[f
1(u)u1] + f 2(u)u1 + f 3(u), (1.1)

де u = u(x0, x1), f
a(u) — довiльнi гладкi функцiї, a = 1, 3, описує ба-

гато конкретних фiзичних процесiв. Воно використовується для мо-
делювання переносу енергiї в плазмi, розподiлу розчинiв у грунтi,
руху рiдин в пористому середовищi, процеси хемотаксису та iншi фi-
зичнi та бiохiмiчнi процеси. До класу рiвнянь (??) входять такi вiдомi
рiвняння, як рiвняння теплопровiдностi, Бюргерса та iншi.

Симетрiйнi властивостi рiвняння (??) при рiзних значеннях
нелiнiйностей fa дослiджувались багатьма авторами. Ще С. Лi в
роботi [?] дослiдив симетрiйнi властивостi рiвняння (??) при f 1 =

1, f 2 = f 3 = 0. В роботi [?] Л.В. Овсяннiков прокласифiкував си-
метрiйнi властивостi рiвняння (??) при f 2 = f 3 = 0 та довiльному
f 1. В. А. Дороднiцин у роботi [?], методами [?], [?] прокласифiкував
симетрiйнi властивостi рiвняння (??) при f 2 = 0 та довiльних фун-
кцiях f 1, f 3. В роботi [?] прокласифiковано симетрiйнi властивостi
рiвняння (??) при ∀f 1, f 3 та f 2 6= 0.

В даному роздiлi знайдено неперервнi та дискретнi перетворен-
ня еквiвалентностi даного рiвняння, якi застосовано для видiлення
нееквiвалентних пiдкласiв рiвняння (??), проведено повну групову
класифiкацiю рiвняння (??) при довiльних функцiях f 1, f 2, f 3.
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1.1. Основна група перетворень еквiвалентностi

При дослiдженнi симетрiйних властивостей певного класу рiв-
нянь важливе значення має знання перетворень еквiвалентностi да-
ного класу. За допомогою перетворень еквiвалентностi клас рiвнянь
можна подiлити на нееквiвалентнi пiдкласи, видiливши при цьому в
кожному з пiдкласiв канонiчнi рiвняння. Достатньо дослiдити тiльки
канонiчнi представники з кожного пiдкласу, щоб зробити висновок
про симетрiйнi властивостi всiх рiвнянь даного класу.

Дослiдимо групу неперервних перетворень еквiвалентностi
рiвняння (??), застосувавши метод, запропонований в роботах [?],
[?]

Теорема 1.1. Групою неперервних перетворень еквiвалентно-
стi рiвняння (??) є група, координати iнфiнiтезiмального опера-
тора

E = ξµ(x0, x1, u)∂µ + η(x0, x1, u)∂u + (1.2)

+ζa(x0, x1, u, f
1, f 2, f 3)∂fa (1.3)

якої задаються формулами

ξ0 = æ0x0 + d0, ξ1 = æ1x1 + gx0 + d1, η = æ2u+ d2,

ζ1 = (2æ1 − æ0)f
1, ζ2 = (æ1 − æ0)f

2 − g, ζ3 = (æ2 − æ0)f
3, (1.4)

де æµ, dµ, g — груповi параметри, µ = 0; 1; 2, a = 1; 2; 3.
Доведення. З умови еквiвалентностi рiвняння (??) вiдносно

оператора (??)

ẼS | S=0
Sα=0

= 0, ẼSα | S=0
Sα=0

= 0,

де α = 1; 12, S = −u0 + ∂1(f
1u1) + f 2u1 + f 3, S1 = f 1

0 , S
2 = f 1

1 ,

S3 = f 2
0 , S

4 = f 2
1 , S

5 = f 3
0 , S

6 = f 3
1 , S

7 = f 1
u0
, S8 = f 1

u1
, S9 = f 2

u0
,

S10 = f 2
u1
, S11 = f 3

u0
, S12 = f 3

u1
, Ẽ – продовження оператора E, одер-

жимо систему рiвнянь для визначення функцiй ξµ, η, ζa:

ξ0
1 = ξµu = ηµ = ηuu = ζaµ = 0, (1.5)
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ζ1 = (2ξ1
1 − ξ0

0)f 1, (1.6)

ζ2 = (ξ1
1 − ξ0

0)f 2 + ξ1
11f

1 − ξ1
0 , (1.7)

ζ3 = (ηu − ξ0
0)f 3. (1.8)

Продиференцiювавши рiвняння (??)–(??) по змiннiй u , та вра-
хувавши (??), знаходимо

ζau = 0. (1.9)

Використавши диференцiальнi наслiдки рiвнянь (??)–(??) по змiнних
x1 i x0 та рiвняння (??), одержимо

ξ0
00 = ξ1

00 = ξ1
11 = ξ1

01 = 0. (1.10)

З систем (??)–(??) випливає, що функцiї ξµ, η, ζa мають вигляд (??).
Теорема доведена.
Зазначимо, що всi подальшi мiркування проведено з точнiсю до

перетворень еквiвалентностi, породженими оператором (??) з коор-
динатами (??)

x
′

0 = a0x0 + b0, x
′

1 = a1x1 + cx0 + b1, u
′
= ku+m, (1.11)

де aµ, bµ, k,m, c — довiльнi сталi, µε{0, 1}.
Зауваження 1.1. Перетворення, одержанi в теоремi 2.1, є тiль-

ки групою неперервних перетворень еквiвалентностi. Надалi цю гру-
пу будемо називати основною групою перетворень еквiвалентностi
(BGE). Всi iншi перетворення еквiвалентностi, якi не входять до
BGE, будемо називати додатковими.

1.2. Додатковi перетворення еквiвалентностi

Крiм перетворень BGE клас рiвнянь (??) володiє й додатковими
перетвореннями еквiвалентностi. Добре вiдомо, що рiвняння

u0 = u11 + λ1u+ λ2
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при λ1 6= 0 замiною

x0 = t, x1 = x, u = weλ1t − λ2

λ1
,

а при λ1 = 0 замiною

x0 = t, x1 = x, u = w + λ2t,

зводиться до рiвняння

wt = wxx.

Крiм того, як показано в роботi [?], перетворення t = x0, x =

ϕ(x1), w = ψ3(x1)u, де ϕ i ψ — розв’язки системи ψ̈ = λ
3ψ, ϕ̇ = ψ−2,

зводить рiвняння

u0 = ∂1(u
− 4

3u1) + λu−
1
3

до рiвняння

wt = ∂x(w
− 4

3wx);

перетворення

t =
ekλ1x0

kλ1
, x = x1, w = ue−λ1x0

зводять рiвняння

u0 = ∂1(u
ku1) + (λ1 + λ2u

k)u, λ1k 6= 0;

до рiвняння

wt = ∂x(w
kwx) + λ2w

k+1;

а перетворення

t =
ekλ1x0

kλ1
, x = x1, w = k(u− λ1x0)

при λ1k 6= 0 зводить рiвняння

u0 = ∂1(e
kuu1) + λ1 + λ2e

ku,

до вигляду

wt = ∂x(e
wwx) + λ2e

w.
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В роботi [?] вказана замiна

t = x0, x = x1 +
λ

2
x2

0, w = u− λx0,

яка зводить рiвняння

u0 = u11 + uu1 + λ (1.12)

до рiвняння Бюргерса

wt = wxx + wwx. (1.13)

Очевидно, що наведенi вище перетворення не входять до класу
(??). Тому поставимо задачу знайти всеможливi невиродженi локаль-
нi перетворення вигляду

t = a(x0, x1, u), x = b(x0, x1, u), w = c(x0, x1, u), (1.14)

якi довiльне рiвняння класу (??) зводять до рiвняння того ж класу

wt = ∂x[F
1(w)wx] + F 2(w)wx + F 3(w), (1.15)

де w = w(t, x), F a = F a(w) — довiльнi гладкi функцiї.
Теорема 2.2. Будь-яке рiвняння (??) зводиться до рiвняння

(??) за допомогою невиродженої локальної пiдстановки (??) тодi i
тiльки тодi, коли дана пiдстановка має вигляд

t = a(x0), x = b(x0, x1), w = α(x0, x1)u+ β(x0, x1), (1.16)

причому функцiї a, b, α, β, fa, F a задовольняють наступним умовам

a0b1α 6= 0, (1.17)

b2
1f

1(u) = a0F
1(w), (1.18)

−2
b1α1

α
(uf 1(u))′− 2

b1β1

α
ḟ 1(u) + b11f

1(u) + b1f
2(u) = a0F

2(w) + b0,

(1.19)

α2
1

α (u2f 1(u))′+2α1β1

α (uf 1(u))′+β2
1

α ḟ
1(u)−(α11u+ β11)f

1(u)−
−(α1u+β1)f

2(u)+αf 3(u)+α0u+β0=a0F
3(w).

(1.20)
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Доведення. Для того, щоб перетворення (??) були невиродже-
ними, якобiан цих перетворень має бути вiдмiнним вiд нуля:

 =

∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 au

b0 b1 bu

c0 c1 cu

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0. (1.21)

Перетворення (??) встановлюють зв’язок як мiж змiнними
(x0, x1, u) та (t, x, w), так i мiж похiдними функцiй u та w. Цей зв’язок
задається наступними формулами

u0 = − wta0+wxb0−c0
wtau+wxbu−cu , u1 = − wta1+wxb1−c1

wtau+wxbu−cu ,

u11 = wtt(a1+auu1)2+2wtx(a1+auu1)(b1+buu1)
wtau+wxbu−cu +

+wxx(b1+buu1)2−wt(a11+2a1uu1+auuu
2
1)

wtau+wxbu−cu +

+wx(b11+2b1uu1+buuu
2
1)−(c11+2c1uu1+cuuu

2
1)

wtau+wxbu−cu .

(1.22)

Якщо порiвняти коефiцiєнти бiля старших похiдних в рiвняннях (??)
i (??), попередньо пiдставивши в нього (??), то одержимо

au = bu = 0, a1cu = 0, (1.23)

b2
1f

1(u) = a0F
1(w). (1.24)

З умов (??) та (??)випливає, що

a1 = 0. (1.25)

Умова (??) з урахуванням (??) та (??) має вигляд

a0b1cu 6= 0. (1.26)

Формули (??) при умовах (??), (??) перепишуться наступним чином

u0 = wta0+wxb0−c0
cu

, u1 = wxb1−c1
cu

,

u11 = wxxb
2
1+wxb11−c11

cu
− 2c1uc2u

(wxb1 − c1)−
−cuu

c3u
(wxb1 − c1)

2.

(1.27)

Пiсля пiдстановки (??) у рiвняння (??) одержимо

wta0 + wxb0 − c0 = f 1(u)[wxxb
2
1 + wxb11 − c11−

−2c1uc2u
(wxb1 − c1)− cuu

c3u
(wxb1 − c1)

2]+

+ḟ 1(u) 1
cu

(wxb1 − c1)
2 + f 2(u)(wxb1 − c1) + f 3(u)cu.

(1.28)
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Порiвнявши коефiцiєнти бiля вiдповiдних похiдних функцiї w в рiв-
няннях (??) i (??), приходимо до наступних спiввiдношень

−f 1(u)
cuu
c2
u

b2
1 + ḟ 1(u)

b2
1

cu
= a0Ḟ 1(w), (1.29)

−b0 + f 1(u)(b11 − 2c1ucu b1)− 2ḟ 1(u)b1c1cu
+

+f 2(u)b1 = a0F
2(w),

(1.30)

c0 − f 1(u)(c11 − 2c1ucu c1) + ḟ 1(u) c
2
1

cu
−

−f 2(u)c1 + f 3(u)cu = a0F
3(w).

(1.31)

Якщо умову (??) продиференцiювати по u i пiдставити у (??), то з
урахуванням (??) одержимо

cuu = 0.

Звiдки отримаємо

c = α(x0, x1)u+ β(x0, x1). (1.32)

Таким чином, при довiльних значеннях функцiй
f 1(u), f 2(u), f 3(u), F 1(w), F 2(w), F 3(w) з формул (??), (??), (??)
маємо (??), причому умова (??) матиме вигляд (??).

Подальше уточнення функцiй a(x0), b(x0, x1), α(x0, x1), β(x0, x1)

здiйснюється за допомогою рiвностей (??), (??), (??), якi з урахува-
нням формул (??) мають вигляд (??), (??), (??).

Теорема доведена.

1.3. Основна алгебра iнварiантностi

Визначимо основну алгебру iнварiантностi рiвняння (??), тоб-
то знайдемо максимальну алгебру iнварiантностi рiвняння (??) при
довiльних функцiях fa.

Теорема 2.3. Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвнян-
ня (??) при довiльних гладких функцiях fa є алгебра

Abas =< ∂0, ∂1 > . (1.33)
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Доведення. Для доведення теореми використаємо алгоритм Лi.
З умови

X̃S |S=0= 0, (1.34)

де X̃ — продовження iнфiнiтезiмального оператора

X = ξ0(x0, x1, u)∂0 + ξ1(x0, x1, u)∂1 + η(x0, x1, u)∂u, (1.35)

S = u0 − ∂1[f
1(u)u1]− f 2(u)u1 − f 3(u),

одержуємо систему визначальних рiвнянь для визначення координат
оператора X та функцiй fa:

ξ0
1 = ξ0

u = ξ1
u = ηuu = 0; (1.36)

ηḟ 1 = (2ξ1
1 − ξ0

0)f 1,

ηḟ 2 = (ξ1
1 − ξ0

0)f 2 − 2η1ḟ 1 + (ξ1
11 − 2η1u)f

1 − ξ1
0 ,

ηḟ 3 = (ηu − ξ0
0)f 3 − η11f

1 − η1 + η0.

(1.37)

Розв’язуючи систему (??), бачимо, що

ξ0 = ξ0(x0), ξ1 = ξ1(x0, x1), η = α(x0, x1)u+ β(x0, x1), (1.38)

де ξ0(x0), ξ
1(x0, x1), α(x0, x1) i β(x0, x1) — довiльнi гладкi функцiї. То-

дi система (??) набуде вигляду

(αu+ β)ḟ 1 = (2 ξ1
1 − ξ0

0)f 1, (1.39)

(αu+β)ḟ 2 = (ξ1
1− ξ0

0)f 2−2(α1u+β1)ḟ 1 +(ξ1
11−2α1)f

1− ξ1
0 , (1.40)

(αu+β)ḟ 3 = (α−ξ0
0)f 3−(α11u+β11)f

1−(α1u+β1)f
2+α0u+β0. (1.41)

Так як функцiї fa довiльнi, то розщепивши рiвняння системи
(??)–(??) по fa та ḟa, одержимо наступнi рiвностi:

αu+ β = 0, (1.42)

ξ0
0 = ξ1

1 = ξ1
0 = 0. (1.43)
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Врахувавши той факт, що α, β не залежать вiд змiнної u, з (??) можна
зробити висновок, що

α = β = 0. (1.44)

З систем (??), (??), (??) випливає, що

ξ0 = d0, ξ1 = d1, η = 0, (1.45)

де d0, d1 – довiльнi параметри. Оператор X з координатами (??) по-
роджує алгебру (??).

Теорему доведено.

1.4. Необхiднi умови розширення основної алгебри iн-
варiантностi

Дослiдимо, при яких значеннях функцiй f 1, f 2, f 3 можливi роз-
ширення основної алгебри iнварiантностi рiвняння (??).

Теорема 2.4. Якщо алгебра iнварiантностi рiвняння (??)
ширша, порiвняно з алгеброю (??), то дане рiвняння має один з на-
ступних виглядiв

1. u0 = ∂1[f
1(u)u1]+λ1u1;

2. u0 = λ0∂1(e
kuu1)+(λ1+λ2e

mu)u1+λ3e
(2m−k)u;

3. u0 = λ0∂1(e
kuu1)+(λ1+λ2u)u1+λ3e

−ku;
4. u0 = λ0∂1(e

kuu1)+(λ1+λ2e
k
2u+λ3e

ku)u1+λ4+λ5e
k
2u+λ6e

ku,k 6=
0;

5. u0 = λ0∂1[(u+θ)ku1]+[λ1+λ2(u+θ)m]u1+λ3(u+θ)2m−k+1;
6. u0 = λ0∂1[(u+θ)ku1]+[λ1+λ2 ln(u+θ)]u1+λ3(u+θ)−k+1, k 6= 0;
7.u0 = λ0∂1[(u+θ)ku1]+[λ1+λ2(u+θ)

k
2 +λ3(u+θ)k]u1+[λ4+λ5(u+θ)

k
2 +

+ λ6(u+θ)k](u+θ), k 6= 0;
8. u0 = λ0u11+(λ1+λ2u)u1+λ3+λ4u,;
9. u0 = λ0u11+[λ1+λ2 ln(u+θ)]u1+[λ3+λ4 ln(u+θ)+λ5 ln2(u+θ)](u+θ),

де m, k, θ, λi — довiльнi сталi, i = 0, 6.
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Доведення. Як показано в теоремi 2, рiвняння (??) iнварiантне
вiдносно оператора X тодi i тiльки тодi, коли функцiї ξ0, ξ1, η, fa є
розв’язками системи визначальних рiвнянь (??),(??) або з врахуван-
нням (??), — системи (??)–(??). Розв’язання даної системи залежить
вiд значень функцiй α i β та виразу 2ξ1

1 − ξ0
0 . Можливi наступнi нее-

квiвалентнi випадки:
1) α = 0, β = 0, 2ξ1

1−ξ0
0 = 0. В даному випадку система (??)–(??)

має вигляд

ξ1
1f

2 + ξ1
0 = 0, ξ0

0f
3 = 0.

Розв’язавши останню систему, приходимо до висновку, що розшире-
ння алгебри (??) вiдбувається лише у випадку, коли рiвняння (??)
набуває вигляду

u0 = ∂1(f
1(u)u1) + λ1u1,

де f 1(u) — довiльна гладка функцiя, λ1 — довiльна стала, що спiвпа-
дає з першим пунктом даної теореми.

2) α = 0, β 6= 0, 2ξ1
1 − ξ0

0 6= 0. В цьому випадку система (??)–(??)
запишеться наступним чином:

ḟ 1 = 2ξ1
1−ξ0

0

β f 1,

ḟ 2 = ξ1
1−ξ0

0

β f 2 − 2β1

β ḟ
1 + ξ1

11

β f
1 − ξ1

0

β ,

ḟ 3 = −ξ0
0

β f
3 − β11

β f
1 − β1

β f
2 + β0

β .

(1.46)

Оскiльки функцiї f 1, f 2, f 3 не залежать вiд змiнних x, то система
рiвнянь (??) має найбiльш широкий клас розв’язкiв при умовах

2ξ1
1 − ξ0

0

β
= k, (1.47)

ξ1
1 − ξ0

0

β
= m, (1.48)

−ξ
1
0

β
= m2, (1.49)

β0

β
= m4, −

β1

β
= m1, −

β11

β
= m3, (1.50)
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де k,m,m1,m2,m3,m4 — довiльнi сталi, якi назвемо структурними
константами.

Тодi система (??) матиме вигляд

ḟ 1 = kf 1,

ḟ 2 = mf 2 +m1(2ḟ 1 − k
2f

1) +m2,

ḟ 3 = (2m− k)f 3 +m3f
1 +m1f

2 +m4.

(1.51)

Систему (??) назвемо структурною для функцiй f 1, f 2, f 3. Проаналi-
зуємо умови сумiсностi системи (??)–(??). Виключивши з (??) i (??)
функцiю β, отримаємо

(2m− k)ξ1
1 = (m− k)ξ0

0 , (1.52)

звiдки випливає, що

(2m− k)ξ1
11 = 0. (1.53)

З диференцiального наслiдку рiвняння (??) по x1, та умови (??) отри-
маємо

(2m− k)mβ1 = 0. (1.54)

З диференцiальних наслiдкiв рiвнянь (??), (??) по x0 та рiвняння
(??) по x1, одержимо

m(2m− k)(m− k)β0 = 0. (1.55)

З умов (??)–(??) випливає, що при розв’язуваннi системи (??)
можливi наступнi нееквiвалентнi випадки:

2а) m 6= 0; k2 ; k. З умов (??)–(??) та (??) одержуємо, що m1 =

m3 = m4 = 0. Загальним розв’язком системи (??) будуть функцiї

f 1 = λ0e
ku, f 2 = λ1 + λ2e

mu, f 3 = λ3e
(2m−k)u,

де λ0, λ1, λ2, λ3 — довiльнi сталi. В даному випадку рiвняння (1) на-
буває вигляду

u0 = λ0∂1(e
kuu1) + (λ1 + λ2e

mu)u1 + λ3e
(2m−k)u, k 6= 0,

що мiститься в другому пунктi даної теореми.
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2б) m = 0. Проаналiзувавши умови (??)–(??) та зв’язки (??)–
(??), одержуємо m1 = m3 = m4 = 0. Тому загальний розв’язок сис-
теми (??) має вигляд

f 1 = λ0e
ku, f 2 = λ1 + λ2u, f 3 = λ3e

−ku,

де λ0, λ1, λ2, λ3 — довiльнi сталi, а рiвняння (??) запишеться насту-
пним чином

u0 = λ0∂1(e
kuu1) + (λ1 + λ2u)u1 + λ3e

−ku,

що спiвпадає з третiм пунктом даної теореми.
2в) m = k

2 . Загальний розв’язок системи (??) має вигляд

f 1 = λ0e
ku, f 2 = λ1 + λ2e

k
2u + λ3e

ku, f 3 = λ4 + λ5e
k
2u + λ6e

ku,

де λ0, λ1, λ2, λ3, λ4, λ5, λ6 — довiльнi сталi, а рiвняння (??) запишеться
нас-тупним чином

u0 = λ0∂1(e
kuu1) + (λ1 + λ2e

k
2u + λ3e

ku)u1 + λ4 + λ5e
k
2u + λ6e

ku,

при k 6= 0,що спiвпадає з четвертим пунктом даної теореми.
2г) m = k. З умов (??)–(??) випливає, що m1 = m3 = 0. Загаль-

ним розв’язком системи (??) будуть функцiї

f 1 = λ0e
ku, f 2 = λ1 + λ2e

ku, f 3 = λ3 + λ4e
ku,

де λ0, λ1, λ2, λ3, λ4 — довiльнi сталi, а рiвняння (??) набуде вигляду

u0 = λ0∂1(e
kuu1) + (λ1 + λ2e

ku)u1 + λ3 + λ4e
ku, k 6= 0.

Зауважимо, що останнє рiвняння є частинним випадком рiвнян-
ня з пункту 2в.
3) α 6= 0, 2ξ1

1 − ξ0
0 6= 0. Система (??)–(??) набуває вигляду

(u+ β
α)ḟ 1 = 2ξ1

1−ξ0
0

α f 1,

(u+ β
α)ḟ 2 = ξ1

1−ξ0
0

α f 2 − 2(α1

α u+ β1

α )ḟ 1 + ξ1
11−2α1

α f 1 − ξ1
0

α ,

(u+ β
α)ḟ 3 = (1− ξ0

0

α )f 3 − (α11

α u+ β11

α )f 1 − (α1

α u+ β1

α )f 2 + α0

α u+ β0

α .

(1.56)

Введемо структурнi константи

2ξ1
1 − ξ0

0

α
= k, (1.57)
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ξ1
1 − ξ0

0

α
= m, (1.58)

−ξ
1
0

α
= m2, (1.59)

β

α
= θ,

α0

α
= m4, −

α1

α
= m1, −

α11

α
= m3. (1.60)

З урахуванням (??)–(??) система (??) перепишеться наступним
чином

(u+ θ)ḟ 1 = kf 1,

(u+ θ)ḟ 2 = mf 2 +m1(2(u+ θ)ḟ 1 + (2− k
2)f 1) +m2,

(u+ θ)ḟ 3 = (2m− k + 1)f 3 +m3(u+ θ)f 1+

+m1(u+ θ)f 2 +m4(u+ θ).

(1.61)

Проаналiзуємо умови сумiсностi системи (??)–( ??). Виключив-
ши з рiвнянь (??) i (??) функцiю α, маємо

(2m− k)ξ1
1 = (m− k)ξ0

0 .

Продиференцiювавши останню рiвнiсть по змiннiй x1, одержимо

(2m− k)ξ1
11 = 0. (1.62)

З диференцiального наслiдку рiвняння (??) по x1 та умови (??)
, отримаємо

(2m− k)mα1 = 0. (1.63)

Продиференцiювавши (??), (??) по x0 та (??) по x1, отримуємо

(2m− k)(k −m)mα0 = 0. (1.64)

Отже, як випливає з умов (??)–(??), при розв’язуваннi системи
(??) необхiдно розрiзняти наступнi випадки:

3а) m 6= 0; k2 ; k. З умов сумiсностi (??), (??)–( ??) в даному ви-
падку маємо m1 = m3 = m4 = 0. З урахуванням останньої рiвностi
загальний розв’язок системи (??) можна записати у виглядi

f 1 = λ0(u+ θ)k, f 2 = λ1 + λ2(u+ θ)m, f 3 = λ3(u+ θ)2m−k+1,
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а рiвняння (??) перепишеться наступним чином

u0 = λ0∂1[(u+ θ)ku1] + [λ1 + λ2(u+ θ)m]u1 + λ3(u+ θ)2m−k+1,

де k 6= 0, що мiститься в п’ятому пунктi даної теореми.
3б) m = 0. Проаналiзувавши систему (??)–(??) та зв’язки (??)–

(??), одержуємо m1 = m3 = m4 = 0.
Загальним розв’язком системи (??) будуть функцiї

f 1 = λ0(u+ θ)k, f 2 = λ1 + λ2 ln(u+ θ), f 3 = λ3(u+ θ)−k+1.

В даному випадку рiвняння (??) набуває вигляду

u0 = λ0∂1[(u+ θ)ku1] + [λ1 + λ2 ln(u+ θ)]u1 + λ3(u+ θ)−k+1,

де k 6= 0, що спiвпадає з шостим пунктом даної теореми.
3в) m = k

2 . Загальний розв’язок системи (??) має вигляд

f 1 = λ0(u+θ)k, f 2 = λ1 + λ2(u+θ)
k
2 + λ3(u+θ)k,

f 3 = [λ4 + λ5(u+θ)
k
2 + λ6(u+θ)k](u+θ),

тому одержуємо рiвняння

u0=λ0∂1[(u+θ)ku1]+[λ1+λ2(u+θ)
k
2 +λ3(u+θ)k]u1+

+[λ4 + λ5(u+θ)
k
2 +λ6(u+θ)k](u+θ),

де k 6= 0, що є частинним випадком сьомого пункту даної теореми.
3г) m = k. З умов (??)–(??) випливає, що m1 = m3 = 0. При

цьому загальним розв’язком системи (??) будуть функцiї

f 1 = λ0(u+ θ)k, f 2 = λ1 + λ2(u+ θ)k, f 3 = [λ3 + λ4(u+ θ)k](u+ θ).

В результатi одержимо рiвняння

u0 = λ0∂1[(u+ θ)ku1] + [λ1 + λ2(u+ θ)k]u1 + [λ3 + λ4(u+ θ)k](u+ θ),

де k 6= 0, яке є частинним випадком рiвняння пункту 3в.
4) α = 0, β 6= 0, 2ξ1

1−ξ0
0 = 0. В даному випадку система (??)–(??)

має вигляд

ḟ 1 = 0,

ḟ 2 = − ξ0
0

2βf
2 − ξ1

0

β ,

ḟ 3 = −ξ0
0

β f
3 − β11

β f
1 − β1

β f
2 + β0

β .

(1.65)
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Введемо структурнi константи

− ξ
0
0

2β
= m, (1.66)

−ξ
1
0

β
= m1, (1.67)

β0

β
= m3, −

β1

β
= m2, −

β11

β
= m4. (1.68)

З урахуванням (??)–(??) система (??) набуде вигляду

ḟ 1 = 0,

ḟ 2 = mf 2 +m1,

ḟ 3 = 2mf 3 +m4f
1 +m2f

2 +m3.

(1.69)

Продиференцiювавши рiвняння (??) по змiннiй x1, маємо

mβ1 = 0. (1.70)

Продиференцiювавши рiвняння (??) по x0, а рiвняння (??) по x1

та використавши умову ξ0
0 = 2ξ1

1 , одержуємо

mβ0 = 0. (1.71)

З умов (??)–(??) маємо наступнi суттєво рiзнi випадки:
4а) m 6= 0. Аналогiчно, як i в попереднiх випадках, з умов (??),

(??), (??) одержимо, що m2 = m3 = m4 = 0. В даному випадку
загальним розв’язком системи (??) будуть функцiї

f 1 = λ0, f 2 = λ1 + λ2e
mu, f 3 = λ3e

2mu,

а рiвняння (??) набуває вигляду

u0 = λ0u11 + (λ1 + λ2e
mu)u1 + λ3e

2mu.

Зауважимо, що, якщо об’єднати випадки 2а) i 4а), то одержимо
рiвняння

u0 = λ0∂1(e
kuu1) + (λ1 + λ2e

mu)u1 + λ3e
(2m−k)u

при довiльному k, що спiвпадає з другим пунктом даної теореми.
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4б) m = 0. Загальним розв’язком системи (??) будуть функцiї

f 1 = λ0, f 2 = λ1 + λ2u, f 3 = λ3 + λ4u,

якi задають рiвняння

u0 = λ0u11 + (λ1 + λ2u)u1 + λ3 + λ4u,

тобто має мiсце восьмий пункт даної теореми.
5) α 6= 0, 2ξ1

1 − ξ0
0 = 0. Система (??)–(??) має вигляд

ḟ 1 = 0,

(u+ β
α)ḟ 2 = − ξ0

0

2αf
2 − 2α1

α f
1 − ξ1

0

α ,

(u+ β
α)ḟ 3 = (1− ξ0

0

α )f 3 − (α11

α u+ β11

α )f 1 − (α1

α u+ β1

α )f 2 + α0

α u+ β0

α .

(1.72)

Введемо структурнi константи

− ξ0
0

2α = m, β
α = θ, −α1

α = m1,

−ξ1
0

α = m2, −α11

α = m3,
α0

α = m4.
(1.73)

Пiсля пiдстановки (??) у (??) одержуємо систему

ḟ 1 = 0,

(u+ θ)ḟ 2 = mf 2 + 2m1f
1 +m2,

(u+ θ)ḟ 3 = (1 + 2m)f 3 +m3(u+ θ)f 1 +m1(u+ θ)f 2 +m4(u+ θ).

(1.74)

Аналогiчно до попереднього випадку, проаналiзувавши систему (??),
отримаємо умови

mα1 = 0, mα0 = 0. (1.75)

З умов (??) випливає, що при розв’язуваннi системи (??) отримаємо
два суттєво рiзнi випадки:

5а) m 6= 0. В цьому випадку iз сумiсностi системи (??) випли-
ває, що (m1 = m3 = m4 = 0). Розв’язавши систему (??), одержимо
функцiї

f 1 = λ0, f 2 = λ1 + λ2(u+ θ)m, f 3 = λ3(u+ θ)2m+1

та вiдповiдне рiвняння (??)

u0 = λ0u11 + [λ1 + λ2(u+ θ)m]u1 + λ3(u+ θ)2m+1.
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Зауважимо, що, об’єднавши випадки 3а) i 5а), одержуємо рiв-
няння

u0 = λ0∂1[(u+ θ)ku1] + [λ1 + λ2(u+ θ)m]u1 + λ3(u+ θ)2m−k+1

при довiльному k, що спiвпадає з п’ятим випадком даної теореми.
5б)m = 0. Загальним розв’язком системи (??) в даному випадку

будуть функцiї

f 1 = λ0, f 2 = λ1 + λ2 ln(u+ θ),

f 3 = [λ3 + λ4 ln(u+ θ) + λ5 ln2(u+ θ)](u+ θ).

Рiвняння (??) набуде вигляду

u0 = λ0u11 + [λ1 + λ2 ln(u+ θ)]u1 + [λ3 + λ4 ln(u+ θ) +

+λ5 ln2(u+ θ)](u+ θ),

що спiвпадає з дев’ятим випадком даної теореми.
Теорема доведена.
Якщо використати результати теореми 2.1, то вигляд рiвнянь,

одержаних в теоремi 4, можна дещо спростити. Результати спрощен-
ня наведенi в другiй та третiй колонках таблицi 1.
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Tаблиця 1. Спрощення рiвняння (1) за допомогою основної групи перетворень еквiвалентностi

№ Вигляд рiвняння до спрощення Зв’язок Вигляд рiвняння пiсля спрощення

1 u0 = ∂1[f1(u)u1]+λ1u1 t = x0, wt = ∂x[f1(w)wx]

x = x1 + λ1x0,

w = u

2 u0 = λ0∂1(ekuu1)+(λ1+λ2e
mu)u1+ t = λ0x0, wt = ∂x(eæwwx)+λ̃2e

mwwx+

+λ3e
(2m−k)u x = x1+λ1x0, +λ̃3e

(2m−æ)w

w = ku, k 6= 0,

3 u0 = λ0∂1(ekuu1)+(λ1+λ2e
k
2 u+λ3e

ku)u1+ t = λ0x0, wt = ∂x(ewwx)+(λ̃2e
1
2w+

+λ4+λ5e
k
2 u+λ6e

ku x = x1+λ1x0, +λ̃3e
w)wx+λ̃4+λ̃5e

1
2w+λ̃6e

w

w = ku

4 u0 = λ0∂1(ekuu1)+(λ1+λ2u)u1+λ3e
−ku t = λ0x0, wt = ∂x(eæwwx)+

x = x1+λ1x0, +λ̃2wwx + λ̃3e
−æw

w = ku

5 u0 = λ0∂1[(u+θ)ku1]+[λ1+λ2(u+θ)m]u1+ t = λ0x0, wt = ∂x(wkwx)+

+λ3(u+θ)2m−k+1 x = x1 + λ1x0, +λ̃2w
mwx + λ̃3w

2m−k+1

w = u+θ

6 u0 = λ0∂1[(u+θ)ku1] + [λ1+λ2(u+θ)
k
2 + t = λ0x0, wt = ∂x(wkwx)+

+λ3(u+θ)k]u1+[λ4+λ5(u+θ)
k
2 + x = x1+λ1x0, +(λ̃2w

k
2 +λ̃3w

k)wx+

+λ6(u+θ)k](u+θ) w = u+θ +(λ̃4+λ̃5w
k
2 +λ̃6w

k)w

7 u0 = λ0∂1[(u+θ)ku1]+[λ1+λ2 ln(u+θ)]u1+ t = λ0x0, wt = ∂x(wkwx)+

+λ3(u+θ)−k+1 x = x1+λ1x0, +λ̃2 lnwwx + λ̃3w
−k+1

w = u+θ

8 u0 = λ0u11+(λ1+λ2u)u1+λ3+λ4u, t = λ0x0, wt = wxx+λ̃2wwx+λ̃4w

λ4 6= 0 x = x1+

+λ1λ4−λ2λ3

λ4
x0,

w = u+λ3

λ4

9 u0 = λ0u11+[λ1+λ2 ln(u+θ)]u1+ t = λ0x0, wt = wxx+λ̃2 lnwwx+

+[λ3+λ4 ln(u+θ)+λ5 ln2(u+θ)](u+θ) x = x1+λ1x0, +(λ̃3+λ̃4 lnw+λ̃5 ln2 w)w

w = u+θ

В таблицi 1 λs, λ̃i,m, k, θ — довiльнi сталi, f 1 — довiльна гладка
функцiя, λ0 6= 0, s = 0, 6, i = 2, 6.
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1.5. Достатнi умови розширення основної алгебри iн-
варiантностi

В теоремi 2.4 сформульованi лише нообхiднi умови розширення
основної алгебри iнварiантностi рiвння (??). Наведемо достатнi умови
її розширення та вiдповiднi МАI.

Теорема 2.5. Для того, щоб МАI рiвняння (??) була ширшою
порiвняно з алгеброю (??) необхiдно i достатньо, щоб рiвняння (??)
мало один з нееквiалентних вiдносно перетворень (??) виглядiв, за-
писаних у першiй колонцi таблицi 2, при цьому вiдповiднi МАI на-
ведено в другiй колонцi даної таблицi .

Tаблиця 2. Повна групова класифiкацiя рiвняння (1)

№ Рiвняння МАI Умови

1 u0 = u11 < ∂0, ∂1, GM ,
M,D,ΠM , Q∞ >

2 u0 = ∂1[f(u)u1] < ∂0, ∂1, D >

3 u0 = ∂1(e
uu1) < ∂0, ∂1, D,D1 >

4 u0 = ∂1(u
ku1) < ∂0, ∂1, D,D1 >

5 u0 = ∂1(u
− 4

3u1) < ∂0, ∂1, D,D1, K > k = −4
3

6 u0 = u11 ± u lnu < ∂0, ∂1, HM , e
±x0M >

7 u0 = u11+uu1 < ∂0, ∂1,G, D−u∂u,Π >

8 u0 = u11 + uu1 + λ3u < ∂0, ∂1,H > λ3 6=0

9 u0 = u11+ lnuu1+ < ∂0, ∂1, H > λ4 6=0

+(λ3 + λ4 lnu)u

10 u0 = u11 + lnuu1 + λ3u < ∂0, ∂1, G >

11 u0 = u11 + lnuu1 + (λ3+ < ∂0, ∂1, Q >

+λ4lnu+ 1
4 ln2 u)u

12 u0=∂1(e
æuu1) + λ2e

muu1+ < ∂0, ∂1, (æ−2m)D+D1 > æε{0, 1}
+λ3e

(2m−æ)u
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продовження таблицi 2

№ Рiвняння МАI Умови
13 u0 = ∂1(u

ku1)+ < ∂0, ∂1, (k − 2m)D +D1 >

+λ2u
mu1 + λ3u

2m−k+1

14 u0 = ∂1(e
uu1)+ < ∂0, ∂1,Y >

+uu1 + λ3e
−u

15 u0 = ∂1(u
ku1)+ < ∂0, ∂1, Y > k 6=0,

+ lnuu1 + λ3u
−k+1

16 u0 = u11 + λ3 < ∂0, ∂1, GM + λ3

2 x0x1∂u, λ3 6= 0

M−λ3x0∂u, D+2λ3x0∂u,

ΠM + λ3

4 x0(x
2
1+

+6x0)∂u, Q∞ >

17 u0 = u11 + λ3u < ∂0, ∂1, GM ,M, λ3 6= 0

D + 2λ3x0u∂u,

ΠM + λ3x
2
0u∂u, Q̃∞ >

18 u0 = ∂1(e
uu1) + λ4 < ∂0, ∂1,T,D1 > λ4 6= 0

19 u0 = ∂1(u
ku1) + λ4u < ∂0, ∂1, T,D1 > λ3 6= 0

20 u0 = ∂1(u
− 4

3u1)+λ6u
− 1

3 < ∂0, ∂1, D0, Z
a > k=−4

3 ,

λ6 6=0

21 u0 = ∂1(u
− 4

3u1)+ < ∂0, ∂1, T, Z
a > λ4, λ6 6=0,

+(λ4+λ6u
− 4

3 )u k=−4
3

22 u0 = u11+uu1+λ3 < ∂0, ∂1,G, D−u∂u− λ3 6=0

−3
2λ3x0(x0∂1−2∂u),

Π−λ3x
2
0

2 (x0∂1−3∂u) >
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продовження таблицi 2

№ Рiвняння МАI Умови
23 u0 = ∂1(e

uu1) + λ3e
uu1+ < ∂0, ∂1,T > λ4 6=0,

+λ4 + λ6e
u λ6 6= 2

9kλ
2
3

24 u0 = ∂1(u
ku1) + λ3u

ku1+ < ∂0, ∂1, T > k 6=0,

+(λ4 + λ6u
k)u λ4 6=0

25 u0 = ∂1(e
uu1) + (λ2e

1
2u+ < ∂0, ∂1,X > k 6= 0

+eu)u1 + λ4+

+2λ2

3k e
1
2u + 2

9ke
u

26 u0 = ∂1(u
ku1) + (λ2u

k
2 + < ∂0, ∂1, X > k 6=0,−4

3 ;

+uk)u1 + (λ4 + 2λ2

3k+4u
k
2 +

+ 2(k+2)
(3k+4)2u

k)u

27 u0 = ∂1(e
uu1)+ < ∂0, ∂1,D0,X >

+euu1 + 2
9e
u

28 u0 = ∂1(u
ku1) + uku1+ < ∂0, ∂1, D0, X > k 6=0,−4

3 ;

+ 2(k+2)
(3k+4)2u

k+1

29 u0 = ∂1(e
uu1) + euu1+ < ∂0, ∂1,T,X > λ4 6=0

+λ4 + 2
9e
u

30 u0 = ∂1(u
ku1) + uku1+ < ∂0, ∂1, T,X > k 6=0,−4

3 ,

+(λ4 + 2(k+2)
(3k+4)2u

k)u λ4 6=0

В таблицi 2 введенi наступнi позначення
Y = x0∂0 + x1∂1 − x0∂1 + ∂u, Y = k(x0∂0 + x1∂1)− x0∂1 + u∂u,

X = e−
1
3x1(∂1 − 2

3k∂u), X = e−
k

3k+4x1(∂1 − 2
3k+4u∂u),

T = e−λ4x0(∂0 + λ4∂u), T = e−kλ4x0(∂0 + λ4u∂u),

H = eλ3x0(∂1 − λ3∂u), H = eλ4x0(∂1 − λ4u∂u),

HM = e±x0(∂1 ∓ 1
2x1u∂u),
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Za = ϕa(x1)∂1 − ϕ̇au∂u, де ϕa = ϕa(x1) – два лiнiйно незалежнi
розв’язки рiвняння ϕ̈ = λ6ϕ, a = 1; 2,

G = x0∂1 − ∂u, G = x0∂1 − u∂u,
GM = x0∂1 − 1

2x1u∂u,M = u∂u,

D = 2x0∂0 + x1∂1,

D0 = x0∂0 − ∂u, D0 = kx0∂0 − u∂u,
D1 = x1∂1 + 2∂u, D1 = kx1∂1 + 2u∂u,

Π = x2
0∂0 + x0x1∂1 − (x1 + x0u)∂u,

ΠM = x2
0∂0 + x0x1∂1 − 1

2(x
2
1

2 + x0)u∂u,

Q = e(λ4+ 1
4 )x0− 1

2x1u∂u,

Q∞ = β(x0, x1)∂u, β(x0, x1) — довiльний розв’язок рiвняння β0 =

β11,

Q̃∞ = b(x0, x1)∂u, b(x0, x1) — довiльний розв’язок рiвняння b0 =

b11 + λ3b,

K = x2
1∂1 − 3x1u∂u, k,m, λi – довiльнi сталi.

Доведення.
Будемо дослiджувати рiвняння третьої колонки таблицi 1 запи-

санi в термiнах x0, x1, u.

Симетрiйнi властивостi рiвняння

u0 = ∂1(f(u)u1)

вивченi в роботi [?], де показано, що МАI при довiльних функцiях
f(u) даного рiвняння має вигляд

< ∂0, ∂1, D > .

Розглянемо рiвняння

u0 = ∂1(e
æuu1)+λ2e

muu1+λ3e
(2m−æ)u. (1.76)

При пiдстановцi значень функцiй f 1, f 2, f 3 у систему (??)–(??)
одержуємо наступнi рiвняння

æ(αu+ β)eæu = (2ξ1
1 − ξ0

0)eæu, (1.77)
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λ2(αu+ β)memu = (ξ1
1 − ξ0

0)λ2e
mu − 2æ(α1u+ β1)e

æu+

+(ξ1
11 − 2α1)e

æu − ξ1
0 ,

(1.78)

λ3(2m− æ)(αu+ β)e(2m−æ)u = λ3(α− ξ0
0)e(2m−æ)u−

−(α11u+ β11)e
æu − λ2(α1u+ β1)e

mu + α0u+ β0.
(1.79)

При розв’язуваннi рiвняння (??) виникає два випадки:
1) æ = 1. З рiвняння (??) випливає, що

α = 0, (1.80)

β = 2ξ1
1 − ξ0

0 . (1.81)

Розщепивши рiвняння (??) та (??) за функцiями eu, emu та e(2m−1)u,
одержимо наступну систему

ξ1
0 = 0, (1.82)

ξ1
11 = 0, (1.83)

β0 = β1 = 0, (1.84)

λ2((2m− 1)ξ1
1 + (1−m)ξ0

0) = 0, (1.85)

λ3(2mβ + ξ0
0) = 0. (1.86)

З диференцiального наслiдку рiвняння (??) за змiнною x0 та рiвнянь
(??), (??) одержуємо, що

ξ0
00 = 0. (1.87)

При розв’язуваннi рiвнянь (??) та (??) виникають два суттєво рiзнi
випадки:

а) λ2 = λ3 = 0. Даний випадок розглянуто у роботi [?], де ста-
новлено, що МАI рiвняння

u0 = ∂1(e
uu1)

має вигляд

< ∂0, ∂1, D,D1 >,

що спiвпадає з третiм випадком таблицi 2.
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б)|λ2|+ |λ3| 6= 0. З рiвнянь (??) та (??)–(??) випливає, що коор-
динати оператора X мають вигляд

ξ0 = (2m− 1)c1x0 + c2, ξ
1 = (m− 1)c1x1 + c4, η = −c1. (1.88)

Таким чином рiвняння

u0 = ∂1(e
uu1) + λ2e

muu1 + λ3e
(2m−)u, (1.89)

де k 6= 0 має наступну МАI

< ∂0, ∂1, (1− 2m)D + D1 >, (1.90)

що спiвпадає з дванадцятим випадком таблицi 2 при æ = 1.
2) æ = 0. З рiвняння (??) випливає, що

ξ0
0 = 2ξ1

1 . (1.91)

Продифеоенцiювавши (??) по змiннiй x1 та врахувавши (??), одер-
жимо

ξ1
11 = 0. (1.92)

Розщепивши (??) та (??) по рiзних степенях експоненти та врахував-
ши (??), пiсля незначних спрощень одержимо наступну систему

λ2α = 0, λ3α = 0,

λ2(2mβ + ξ0
0) = 0, λ3(2mβ + ξ0

0) = 0,

α11 − α0 = 0, β11 − β0 = 0.

(1.93)

Можливо два суттєво рiзнi випадки:
а) λ2 = λ3 = 0. Одержуємо рiвняння теплопровiдностi

u0 = u11, (1.94)

симетрiйнi властивостi якого добре вiдомi, тобто його МАI має вигляд

< ∂0, ∂1, GM ,M,D,ΠM , Q∞ > .

б) |λ2|+ |λ3| 6= 0. З системи рiвнянь (??) очевидно, що

α = β0 = β1 = ξ0
00 = 0. (1.95)
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Таким чином з рiвнянь (??), (??), (??), (??) та (??) випливає, що
координати оператора X для даного рiвняння мають вигляд

ξ0 = −2mc1x0 + c2, ξ
1
1 = −c1x1 + c3, η = c1. (1.96)

Такий оператор породжує для рiвняння

u0 = u11 + λ2e
muu1 + λ3e

2mu (1.97)

наступну МАI

< ∂0, ∂1,−2mD + D1 >, (1.98)

що спiвпадає з дванадцятим випадком таблицi при æ = 0.
Розглянемо рiвняння

u0 = ∂1(e
uu1) + (λ2e

1
2u + λ3e

u)u1 + λ4 + λ5e
1
2u + λ6e

u. (1.99)

При пiдстановцi значень функцiй f 1, f 2, f 3 з рiвняння (??) у си-
стему (??)–(??), розщепивши за функцiями eku, e

k
2u та u, пiсля незна-

чних перетворень одержимо

α = ξ1
0 = 0, (1.100)

λ2ξ
0
0 = 0, (1.101)

β = 2ξ1
1 − ξ0

0 , (1.102)

ξ1
11 − λ3ξ

1
1 = 2β1, (1.103)

β0 = λ4ξ
0
0 , (1.104)

λ5(
1

2
β + ξ0

0) + λ2β1 = 0, (1.105)

λ6(β + ξ0
0) + β11 + λ3β1 = 0. (1.106)

При роз’язуваннi рiвняння (??) можливi наступнi суттєво рiзнi
випадки:

1) λ2 6= 0, λ3 6= 0. Очевидно, що рiвняння (??) та (??) набудуть
вигляду

ξ0
0 = 0, (1.107)
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β = 2ξ1
1 . (1.108)

З врахуванням (??) рiвняння (??) перепишеться у виглядi

ξ1
11 −

λ3

3
ξ1

1 = 0. (1.109)

Розв’язком останнього рiвняння з врахуванням (??) буде функцiя

ξ1 = c1e
−λ3

3 x1 + c2. (1.110)

З рiвнянь (??), (??) та (??) випливає, що

β =
2λ3

3
c1e
−λ3

3 x1. (1.111)

За умов (??) та (??) уточнюються зв’язки мiж коефiцiєнтами в рiв-
няннях (??) та (??)

λ5 =
2λ2λ3

3
, λ6 =

2

9
λ2

3. (1.112)

Таким чином, рiвняння

u0 = ∂1(e
uu1) + (λ2e

1
2u + λ3e

u)u1 + λ4 +
2λ2λ3

k
e

1
2u +

2

9
λ2

3e
u, (1.113)

де λ2 6= 0, має МАI, яка генерується операторами

< ∂0, ∂1,X = e−
λ3
3 x1(∂1 −

2λ3

3
∂u) >, (1.114)

що з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (??) спiвпадає з двад-
цять п’ятим випадком таблицi 2.

2) λ2 6= 0, λ3 = 0. Розв’язком рiвняння (??) буде функцiя

ξ1 = c1x1 + c2, (1.115)

а з рiвнянь (??), (??) та (??) випливає, що

β = 2c1. (1.116)

Пiдставивши (??) та (??) у рiвняння (??) та (??), одержимо, що λ5 =

λ6 = 0. Отже, рiвняння

u0 = ∂1(e
uu1) + λ2e

1
2uu1 + λ4 (1.117)
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має МАI, що породжується операторами

< ∂0, ∂1,D1 = x1 + 2∂u > . (1.118)

Зауважимо, що рiвняння (??) доповнює тринадцятий випадок табли-
цi 2 при m = 1

2 .
3) λ2 = λ3 = 0. Цей випадок розглянуто у роботi [?], де показано,

що рiвняння

u0 = ∂1(e
uu1) + λ4 + λ5e

1
2u + λ6e

u, (1.119)

має наступну МАI

< ∂0, ∂1,T >,

що є частинним випадком пункту 18 таблицi 2.
При λ5 = λ6 = 0 рiвняння (??) має МАI

< ∂0, ∂1,T,D1 >,

що спiвпадає з вiсiмнадцятим випадком таблицi 2.
Як показано у [?], при λ4 = λ5 = λ6 = 0 рiвняння (??) має МАI

< ∂0, ∂1, D,D1 >,

що спiвпадає iз третiм випадком таблицi 2.
При λ4 = λ6 = 0 одержимо рiвняння, симетрiйнi властивостi

якого вивченi в роботi [?], де встановлено, що його МАI генерується
наступними операторами

< ∂0, ∂1, D − 2D1 >,

що є частинним випадком дванадцятого пункту таблицi 2 при m = 1
2 .

4) λ2 = 0, λ3 6= 0. Рiвняння (??) набуває вигляду

λ5(
1

2
β + ξ0

0) = 0. (1.120)

При λ5 6= 0 з рiвняння (??) та диференцiального наслiдку рiвняння
(??) по змiннiй x1 випливає, що

β1 = 0. (1.121)
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Продиференцiювавши рiвняння (??) по змiннiй x1, одержимо

ξ1
11 = 0. (1.122)

З рiвнянь (??), (??) при умовi (??) та (??) можна зробити висновок,
що

λ3ξ
1
1 = 0, λ6ξ

1
1 = 0. (1.123)

З рiвнянь (??) та (??) одержимо

β = 4ξ1
1 . (1.124)

Продиференцiювавши останнє рiвняння по змiннiй x0 та врахувавши
(??), одержимо умову

β0 = 0. (1.125)

Тодi рiвняння (??) при умовi (??) набуде вигляду

λ4ξ
0
0 = 0. (1.126)

З рiвняння (??) випливає, що

ξ0
0 = −1

2
β. (1.127)

З диференцiального наслiдку рiвняння (??) за змiнною x0 при умовi
(??) одержимо

ξ0
00 = 0. (1.128)

Отже,

ξ0 = c1x0 + c2. (1.129)

З умови (??) одержимо

β = −2c1. (1.130)

З рiвняння (??) та рiвняння (??) випливає

ξ1 = −c1

2
x1 + c3. (1.131)
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З умов (??), (??), (??) та рiвностей (??), (??), (??) можна зробити
висновок, що розширення основної алгебри не вiдбувається.

При λ5 = 0 рiвняння (??) набуде вигляду

ξ1
11 −

λ3

3
ξ1

1 = 0. (1.132)

З рiвняння (??) та диференцiального наслiдку рiвняння (??) за змiн-
ною x0 одержимо

ξ0
00 − λ4ξ

0
0 = 0. (1.133)

При розв’язуваннi системи рiвнянь (??), (??) можливi наступнi нее-
квiвалентнi випадки:

а) λ4 6= 0. Тодi розв’язком системи будуть функцiї

ξ0 = c1e
−λ4x0 + c2, (1.134)

ξ1 = c3e
−λ3

3 x1 + c4. (1.135)

З рiвняння (??) одержуємо

β = λ4c1e
−λ4x0 − 2λ3

3
c3e
−λ3

3 x1. (1.136)

Пiдставивши (??)–(??) у рiвняння (??), робимо висновок, що
λ6 = 2

9λ
2
3. Таким чином, рiвняння

u0 = ∂1(e
uu1) + λ3e

uu1 + λ4 +
2

9
λ2

3e
u (1.137)

має МАI

< ∂0, ∂1,T,X >, (1.138)

що з точнiстю до перетворень еквiвалентносi (??)спiвпадає з двад-
цять дев’ятим випадком таблицi 2.

б) λ4 = 0. Розв’язок системи рiвнянь (??), (??) має вигляд

ξ0 = c1x0 + c2, (1.139)

ξ1 = c3e
−λ3

3 x1 + c4. (1.140)
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Пiдставивши (??) та (??) у рiвняння (??), одержимо

β = −2λ3

3
c3e
−λ3

3 x1 − c1. (1.141)

З рiвняння (??) за умов (??)-(??) випливає, що λ6 = 2
9λ

2
3. Отже,

рiвняння

u0 = ∂1(e
uu1) + λ3e

uu1 +
2

9
λ2

3e
u (1.142)

має МАI

< ∂0, ∂1,D 0,X >, (1.143)

що спiвпадає з двадцять сьомим випадком таблицi 2.
Розглянемо рiвняння

u0 = ∂1(e
æuu1) + λ2uu1 + λ3e

−æu. (1.144)

Симетрiйнi властивостi даного рiвняння при λ2 = 0 вивченi у роботi
[?], де показано, що таке рiвняння має при λ2 = λ3 = 0 наступну МАI

< ∂0, ∂1, D,D1 >,

що спiвпадає з третiм випадком таблицi 2, а при λ2 = 0, λ3 6= 0

< ∂0, ∂1, kD + D1 >,

що є частинним випадком дванадцятого пункту таблицi 2 при m = 0.
Дослiдимо симетрiйнi властивостi рiвняння (??) при λ2 6= 0. При

пiдстановцi функцiй f 1, f 2, f 3 iз рiвняння (??) у систему (??)–(??)
одержимо наступну систему рiвнянь

æ(αu+ β)eæu = (2ξ1
1 − ξ0

0)eæu, (1.145)

λ2(αu+ β) = λ2(ξ
1
1 − ξ0

0)u− 2æ(α1u+ β1)e
æu+

+(ξ1
11 − 2α1)e

æu − ξ1
0 ,

(1.146)

−æλ3(αu+ β)eæu = λ3(α− ξ0
0)− (α11u+ β11)e

æu−
−λ2(α1u+ β1)u+ α0u+ β0.

(1.147)
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Розщепивши систему (??)-(??) за степенями u, одержимо

æα = 0, (1.148)

α1 = 0, æβ = 2ξ1
1 − ξ0

0 , α− ξ1
1 + ξ0

0 = 0,

λ2β = (−2æβ1 + ξ1
11)e

æu − ξ1
0 , λ3æαe

æu = λ2β1 + α0,

λ3(α− ξ0
0 + æβ)eæu = β11e

æu − β0.

(1.149)

При розв’язуваннi рiвняння (??) виникають два суттєво рiзнi випад-
ки

1) æ = 1. Тодi система рiвнянь (??), (??) перепишеться насту-
пним чином

ξ1
1 = ξ0

0 , α = 0, β0 = β1 = 0, β = 2ξ1
1 − ξ0

0 ,

λ2β = −ξ1
0 , λ3(ξ

0
0 − β) = 0.

(1.150)

Розв’язком системи (??) є функцiї

ξ0 = c1x0 + c2, ξ1 = c1x1 − λ2c1x0 + c3, β = c1 (1.151)

Отже, рiвняння (??) при λ2 6= 0, æ = 1 має наступну МАI

< ∂0, ∂1,Y = x0∂0 + x1∂1 − λ2x0∂1 + ∂u >, (1.152)

що з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (??) спiвпадає з чотир-
надцятим випадком таблицi 2.

2) æ = 0. Система (??), (??) набуде вигляду

ξ0
0 = 2ξ1

1 , α = −ξ1
1 , β = − 1

λ2
ξ1

0 , (1.153)

β0 = 3λ3ξ
1
1 , α0 = λ2β1. (1.154)

Iз системи (??) одержимо

ξ0
0 = 2a(x0), ξ

1 = a(x0)x1 + b(x0),

α = −a(x0), β = − 1
λ2

(ȧ(x0)x1 + ḃ(x0)).
(1.155)

Пiдставивши (??) у (??), знаходимо

− 1
λ2

(ä(x0)x1 + b̈(x0)) = 3λ3a(x0). (1.156)

При розв’язуваннi (??) можливi наступнi суттєво рiзнi випадки
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а) λ3 6= 0, тодi роз’язком системи (??), (??) будуть функцiї

ξ0 = c1x
2
0 + 2c2x0 + c5,

ξ1 = (c1x0 + c2)x1 − 3λ2λ3(
c1
6 x

3
0 + c2

2 x
2
0 + c3x0) + c4,

α = −(c1x0 + c2), β = − c1
λ2
x1 + 3λ3(

c1
2 x

2
0 + c2x0 + c3),

(1.157)

якi для рiвняння

u0 = u11 + λ2uu1 + λ3 (1.158)

визначають наступну МАI

< ∂0, ∂1,G, D−u∂u−3
2λ3x0(λ2x0∂1−2∂u),

Π−λ3x
2
0

2 (λ2x0∂1−3∂u) >,
(1.159)

що з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (??) спiвпадає з двад-
цять другим випадком таблицi 2 .

б) λ3 = 0. Симетрiйнi властивостi такого рiвняння дослiджено у
роботi [?], де показано, що рiвняння

u0 = u11 + λ2uu1 (1.160)

має МАI, яка генерується наступними операторами

< ∂0, ∂1,G, D−u∂u,Π >, (1.161)

що з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (??) спiвпадає з сьомим
випадком таблицi 2 .

Дослiдимо симетрiйнi властивостi рiвняння

u0 = ∂1(u
ku1) + λ2u

mu1 + λ3u
2m−k+1, (1.162)

де m 6= 0; k2 ; k.
Випадок при λ2 = 0 розглянуто у [?], де показано, що МАI такого

рiвняння має вигляд

< ∂0, ∂1, (k − 2m)D +D1 > .

Дослiдимо симетрiйнi властивостi рiвняння при λ2 6= 0. З точ-
нiстю до перетворень еквiвалентностi (??) можна вважати λ2 = 1.
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Пiдставивши функцiї f 1, f 2, f 3 iз рiвняння (??) у систему (??)–
(??) одержимо

k(αu+ β)uk−1 = (2ξ1
1 − ξ0

0)uk, (1.163)

m(αu+ β) = (ξ1
1 − ξ0

0)um − 2k(α1u+ β1)u
k−1+

+(ξ1
11 − 2α1)u

k − ξ1
0 ,

(1.164)

(2m− k + 1)λ3(αu+ β)u2m−k = λ3(α− ξ0
0)u2m−k+1−

−(α11u+ β11)u
k − (α1u+ β1)u

m + α0u+ β0.
(1.165)

Розщепивши систему (??)–(??) за рiзними степенями u та виконавши
незначнi перетворення , одержимо

ξ1
0 = 0, α0 = α1 = β = 0,

kα = 2ξ1
1 − ξ0

0 ,mα = ξ1
1 − ξ0

0 ,

λ3[ξ
0
0 + (2m− k)α] = 0.

(1.166)

Розв’язок системи (??) має вигляд

ξ0 = (2m− k)c1x0 + c2, ξ
1 = (m− k)c1x1 + c3,

α = −c1, β = 0.
(1.167)

Отже, рiвняння (??) має МАI, яка генерується наступними операто-
рами

< ∂0, ∂1, (k − 2m)D +D1 >, (1.168)

що мiститься у тринадцятому випадку таблицi 2.
Розглянемо рiвняння

u0 = ∂1(u
ku1) + (λ2u

k
2 + λ3u

k)u1 + (λ4 + λ5u
k
2 + λ6u

k)u. (1.169)

При |λ2| + |λ3| = 0, як показано у [?], можливi наступнi випадки,
при яких вiдбувається розширення основної алгебри iнварiантностi:
1) k = 0. Рiвняння (??) набуває вигляду

u0 = u11 + λ̃3u (1.170)

i має МАI

< ∂0, ∂1, GM ,M,D + 2λ̃3x0u∂u,ΠM + λ̃3x
2
0u∂u, Q̃∞ >,
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що спiвпадає з сiмнадцятим випадком таблицi 2.
2)При k 6= 0 одержано наступний результат. а) Якщо λ5 = 0, то

рiвняння (??) має МАI

< ∂0, ∂1, T >,

що спiвпадає з двадцять четвертим випадком таблицi 2.
б)λ5 = 0, k = −4

3 , МАI рiвняння (??) має вигляд

< ∂0, ∂1, T, Z
a >,

що спiвпадає з двадцять першим випадком таблицi 2.
в) λ4 = λ5 = 0, k 6= −4

3 , в цьому випадку рiвняння (??) має МАI

< ∂0, ∂1, kD −D1 >,

що мiститься у тринадцятому випадку таблицi 2 при m = k.
г) λ4 = λ5 = 0, k = −4

3 , тодi рiвняння (??) має МАI

< ∂0, ∂1, D0, Z
a >,

що спiвпадає з двадцятим випадком таблицi 2.
д) λ5 = λ6 = 0, МАI такого рiвняння генерується операторами

< ∂0, ∂1, T,D1 >,

що спiвпадає з дев’ятнадцятим випадком таблицi 2.
е) λ4 = λ5 = λ6 = 0, k 6= −4

3 , в цьому випадку рiвняння (??) має
МАI

< ∂0, ∂1, D,D1 >,

що спiвпадає з четвертим випадком таблицi 2 .
ж)λ4 = λ5 = λ6 = 0, k = −4

3 , тодi рiвняння (??) має МАI

< ∂0, ∂1, D,D1, K >,

що спiвпадає з п’ятим випадком таблицi 2 .
Дослiдимо симетрiйнi властивостi рiвняння (??) при наступних

умовах |λ2|+ |λ3| 6= 0, k 6= 0.
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Пiдставимо значення функцiй f 1, f 2, f 3 iз рiвняння (??) у систе-
му (??)-(??)

k(α +
β

u
) = 2ξ1

1 − ξ0
0 , (1.171)

kα(λ2

2 u
k
2 + λ3u

k) = (ξ1
1 − ξ0

0)(λ2u
k
2 + λ3u

k)−
−2α1ku

k + (ξ1
11 − 2α1)u

k − ξ1
0 ,

(1.172)

α(λ5(
k
2 + 1)u

k
2 + λ6(k + 1) + λ4) = (α− ξ0

0)(λ4 + λ5u
k
2 +

+λ6u
k)− α11u

k − α1(λ2u
k
2 + λ3u

k) + α0.
(1.173)

Розщепивши систему рiвнянь (??)-(??) за рiзними степенями u, одер-
жимо

ξ1
0 = β = 0, (1.174)

λ2ξ
0
0 = 0, (1.175)

α =
1

k
(2ξ1

1 − ξ0
0), (1.176)

ξ0
00 + kλ4ξ

0
0 = 0, (1.177)

(3k + 4)ξ1
11 + kλ3ξ

1
1 = 0, (1.178)

ξ1
111 + λ3ξ

1
11 + kλ6ξ

1
1 = 0, (1.179)

4λ2ξ
1
11 + kλ5(ξ

0
0 + 2ξ1

1) = 0. (1.180)

Розв’язок системи рiвнянь (??)-(??) залежить вiд значень λ2 та λ5.
1) λ2 6= 0, λ5 6= 0. З рiвнянь (??), (??) та (??) випливає

ξ0 = c1, (1.181)

ξ1 = c2e
−k2

λ5
λ2
x1 + c3. (1.182)

Пiдставивши (??) у рiвняння (??) та (??), iз умов сумiсностi та вимог
розширення основної алгебри iнварiантностi одержимо

λ5 =
2λ2λ3

3k + 4
, λ6 =

2(k + 2)

(3k + 4)2
λ2

3,

де k 6= −4
3 . З рiвняннь (??), (??) та (??) знаходимо, що

α = −c2
2λ3

3k + 4
e−

λ3k
3k+4x1. (1.183)
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Рiвностi (??), (??), (??) та (??) визначають координати оператора
(??), який для рiвняння

u0 = ∂1(u
ku1) + (λ2u

k
2 + λ3u

k)u1 + (λ4 +
2λ2λ3

3k + 4
u
k
2 +

2(k + 2)

(3k + 4)2
λ2

3u
k)u,

де k 6= 0,−4
3 , λ3 6= 0, генерує МАI

< ∂0, ∂1, X = e−
λ3k

3k+4x1(∂1 −
2λ3

3k + 4
u∂u) >,

що з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (??) спiвпадає з двад-
цять шостим випадком таблицi 2.

2) λ2 6= 0, λ5 = 0. З рiвнянь (??), (??) та (??) одержуємо

ξ0 = c1, ξ
1 = c2x1 + c3, α =

2

k
c2. (1.184)

Пiдставивши (??) у (??), (??), вимагаючи розширення основної ал-
гебри (??), одержимо

λ3 = λ6 = 0.

Таким чином, рiвняння

u0 = ∂1(u
ku1) + λ2u

k
2u1 + λ4u

має МАI

< ∂0, ∂1, D1 = kx1 + 2u∂u >,

що доповнює випадок тринадцять таблицi 2 при m = k
2 .

3) λ2 = 0, λ5 6= 0. Рiвняння (??) набуде вигляду

ξ0
0 = 2ξ1

1 . (1.185)

З диференцiального наслiдку (??) по змiннiй x1, враховуючи (??),
одержимо

2ξ1
11 = 0. (1.186)

Пiдставивши (??) у рiвняння (??), приходимо до висновку, що при
λ3 = 0, симетрiйнi властивостi вiдповiдного рiвняння розглянуто ви-
ще.
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4) λ2 = λ5 = 0. З умов сумiсностi рiвнянь (??)-(??) одержуємо

[(3k + 4)2λ6 − 2(k + 2)λ2
3]ξ

1
1 = 0.

Тодi при розв’язуваннi системи рiвнянь (??)–(??) можливi наступнi
випадки:

а)λ4 6= 0, (3k + 4)2λ6 − 2(k + 2)λ2
3 6= 0. При цьому розв’язком

рiвнянь (??), (??), (??) будуть функцiї

ξ0 = c1e
−kλ4x0 + c2, ξ

1 = c3. (1.187)

Рiвняння (??) при умовi (??) набуває вигляду

α = c1λ4e
−kλ4x0. (1.188)

Координати (??), (??) оператора (??) визначають для рiвняння

u0 = ∂1(u
ku1) + λ3u

ku1 + (λ4 + λ6u
k)u,

де λ4 6= 0, (3k + 4)2 − 2(k + 2)λ2
3 6= 0 МАI, яка має вигляд

< ∂0, ∂1, T = e−kλ4x0(∂0 + λ4u∂u) >,

що мiститься у двадцять четвертому випадку таблицi 2.
б)λ4 6= 0, (3k + 4)2λ6 − 2(k + 2)λ2

3 = 0. Тодi розв’язком рiвняннь
(??), (??), (??) будуть функцiї

ξ0 = c1e
−kλ4x0 + c2, ξ

1 = c3e
− kλ3

3k+4x1 + c4. (1.189)

Можна зробити висновок, що при k 6= −4
3

λ6 =
2(k + 2)

(3k + 4)2
λ2

3.

Рiвняння (??) при умовi (??) набуває вигляду

α = −23
λ3

3k + 4
e−

kλ3
3k+4x1 + c1λ4e

−kλ4x0. (1.190)

Тому оператор (??) з координатами (??), (??) визначає для рiвняння

u0 = ∂1(u
ku1) + λ3u

ku1 + (λ4 +
2(k + 2)

(3k + 4)2
λ2

3u
k)u
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де λ4 6= 0, k 6= −4
3 МАI наступного вигляду

< ∂0, ∂1, T = e−kλ4x0(∂0 + λ4u∂u), X = e−
λ3k

3k+4x1(∂1 −
2λ3

3k + 4
u∂u) >,

що з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (??) спiвпадає з трид-
цятим випадком таблицi 2.

в)λ4 = 0, (3k + 4)2λ6 − 2(k + 2)λ2
3 = 0. Тодi розв’язок рiвнянь

(??), (??), (??) має вигляд

ξ0 = c1x0 + c2, ξ
1 = c3e

− kλ3
3k+4x1 + c4. (1.191)

З (??) та (??) одержимо

α = − 2λ3

3k + 4
c3e
− kλ3

3k+4x1 − c1

k
. (1.192)

Тому рiвняння

u0 = ∂1(u
ku1) + λ3u

ku1 +
2(k + 2)

(3k + 4)2
λ2

3u
k+1,

де k 6= 0;−4
3 має МАI наступного вигляду

< ∂0, ∂1, D0 = kx0∂0 − u∂u, X = e−
λ3k

3k+4x1(∂1 −
2λ3

3k + 4
u∂u) >,

що з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (??) спiвпадає з двад-
цять восьмим випадком таблицi 2.

г)λ4 = 0, [(3k+4)2λ6−2(k+2)λ2
3] 6= 0.В даному випадку розв’язок

рiвнянь (??), (??), (??) має вигляд

ξ0 = c1x0 + c2, ξ
1 = c3. (1.193)

З умови (??) та (??) одержимо

α = −c1

k
. (1.194)

Координати (??), (??) оператора (??) визначають для рiвняння

u0 = ∂1(u
ku1) + λ3u

ku1 + λ6u
k+1

МАI, яка має вигляд

< ∂0, ∂1, D0 = kx0∂0 − u∂u >,
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що спiвпадає з тринадцятим випадком таблицi 2 при m = k.
Розглянемо рiвняння

u0 = ∂1(u
ku1) + λ2 lnuu1 + λ3u

−k+1, (1.195)

де k 6= 0. Пiдставимо одержанi значення функцiй f 1, f 2, f 3 у систему
(??)–(??), врахувавши при цьому (??). Одержимо систему рiвнянь
для визначення функцiй ξ0, ξ1, α, β :

λ2(ξ
1
1 − ξ0

0) = λ3(ξ
1
1 − ξ0

0) = 0, λ2ξ
1
11 = 0, ξ1

111 = 0,

(3k + 4)ξ1
11 = 0, λ2(2ξ

1
1 − ξ0

0) + kξ1
0 = 0,

α = 1
k(2ξ1

1 − ξ0
0), α0 = 0, β = 0.

(1.196)

При розв’язуваннi системи (??) можливi два суттєво рiзних ви-
падки:

1) λ2 6= 0. Система (??) набуває вигляду

ξ1
1 = ξ0

0 , ξ0
00 = 0, ξ1

0 = −λ2

k ξ
0
0 , α = 1

kξ
0
0 , β = 0.

Знайшовши загальний розв’язок останньої системи, одержимо

ξ0 = kc1x0 + c2, ξ1 = −λ2c1x0 + c1x1 + c3, η = c1u,

де c1, c2, c3—cталi iнтегрування.
Таким чином, МАI рiвняння

u0 = ∂1(u
ku1) + λ2 lnuu1 + λ3u

−k+1,

де λ2 6= 0, λ3 6= 0 є алгебра

< ∂0, Y = ∂1, k(x0∂0 + x1∂1)− λ2x0∂1 + u∂u >,

що з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (??) спiвпадає з п’ят-
надцятим випадком таблицi 2.

2) λ2 = 0. Рiвняння дослiджено у роботi [?], де показано,що його
МАI має вигляд

< ∂0, ∂1, kD +D1 >,

що є частинним випадком тринадцятого пункту таблицi 2.
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Прокласифiкуємо симетрiйнi властивостi рiвняння

u0 = u11 + λ2uu1 + λ3u. (1.197)

Випадок при λ2 = 0 розглянуто у [?], де показано, що рiвняння

u0 = u11 + λ3u

володiє наступною МАI

< ∂0, ∂1, GM ,M,D + 2λ3x0u∂u,ΠM + λ3x
2
0u∂u, Q̃∞ >,

де λ3 6= 0, що спiвпадає з сiмнадцятим пунктом таблицi 2. При λ3 =

0 одержимо рiвняння теплопровiдностi (??), симетрiйнi властивостi
якого розглянутi вище.

У випадку λ2 6= 0, λ3 = 0 одержуємо рiвняння Бюргерса, МАI
якого, як добре вiдомо, задається наступними операторами

< ∂0, ∂1,G, D−u∂u,Π >,

що спiвпадає з сьомим випадком таблицi 2.
Розглянемо випадок λ2 6= 0, λ3 6= 0. Пiдставимо функцiї f 1, f 2, f 3

iз рiвняння (??) у систему (??)–(??)

ξ0
0 = 2ξ1

1 , (1.198)

λ2[(α + ξ1
1)u+ β] = −2α1 − ξ1

0 , (1.199)

λ3(ξ
0
0u+ β) = −α11u− β11 − λ2(α1u+ β1)u+ α0u+ β0. (1.200)

Розщепимо систему (??)–(??) за степенями u

ξ0
0 = 2ξ1

1 , α = −ξ1
1 ,

λ2β = −ξ1
0 , λ3β = β0, λ3ξ

0
0 = α0 − λ2β.

(1.201)

Розв’язавши систему (??), одержимо

ξ0 = c1, ξ
1 = c2e

λ3x0 + c3, α = 0, β = −λ3

λ2
c2e

λ3x0. (1.202)

Система (??) визначає МАI рiвняння (??)

< ∂0, ∂1,H >, (1.203)
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що спiвпадає з восьмим випадком таблицi 2.
Дослiдимо симетрiйнi властивоситi рiвняння

u0 = u11 + λ2lnuu1 + (λ3 + λ4lnu+ λ5ln
2u)u, (1.204)

При λ2 = λ5 = 0 одержимо рiвняння, симетрiйнi властивостi якого
вивченi у роботi [?], де доведено, що МАI такого рiвняння має вигляд

< ∂0, ∂1, H >,

що спiвпадає з дев’ятим випадком таблицi 2.
Для рiвняння (??), у якого λ2 = λ4 = λ5 = 0 симетрiйнi власти-

востi дослiджено у роботi [?], де вказано, що його МАI має вигляд

< ∂0, ∂1, GM ,M,ΠM + λ3x
2
0u∂u, Q̃∞ >,

що спiвпадає з сiмнадцятим випадком таблицi 2.
При λ2 = λ3 = λ4 = λ5 = 0 одержимо лiнiйне рiвняння тепло-

провiдностi (??) МАI якого наведена вище.
Дослiдимо симетрiйнi властивостi рiвняння (??) за умови, що

λ2 6= 0. Не втрачаючи загальностi, з точнiстю до перетворень еквi-
валентностi (??), можна вважати λ2 = 1. При пiдстановцi функцiй
f 1, f 2, f 3 iз рiвняння (??) у систему (??)–(??) одержимо

ξ0
0 = 2ξ1

1 ,

α + β
u = ξ1

1 − ξ0
0 − 2α1 − ξ1

0 ,

(λ3 + λ4 + (2λ5 + λ4)lnu+ λ5ln
2u)(αu+ β) =

= (α− ξ0
0)(λ3 + λ4lnu+ ln2u)u− (α11 + β11)lnu+ α0u+ β0.

(1.205)

При розщепленнi рiвнянь (??) за рiзними функцiями, залежними вiд
u, одержимо наступну систему

ξ0
0 = ξ1

1 = 0, (1.206)

β = 0, (1.207)

α1 = −2λ5α, λ4 = α0 − α11, (1.208)

ξ1
0 = −α− 2α1. (1.209)
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З рiвняння (??) з врахуванням (??) одержимо, що

ξ0 = c1. (1.210)

Розв’язком системи (??) є функцiя

α = c2e
(λ4+4λ2

5)x0−2λ5x1. (1.211)

З останнього рiвняння, диференцiального наслiдку системи (??) по
змiннiй x1 та рiвностi (??) випливає

2λ5(1− 4λ5)c2e
(λ4+4λ2

5)x0−2λ5x1 = 0. (1.212)

При розв’язуваннi рiвняння (??) виникають два суттєво рiзнi випад-
ки:

1) λ5 = 0. Тодi з рiвнянь (??) та (??) одержимо

ξ1
0 = c2e

λ4x0. (1.213)

а) при λ4 6= 0 розв’язок системи (??)–(??) має вигляд

ξ0 = c1, ξ
1 = − c2

λ4
eλ4x0 + c3, α = c2e

λ4x0, β = 0. (1.214)

Тому рiвняння

u0 = u11 + lnuu1 + (λ3 + λ4 lnu)u (1.215)

має наступну МАI

< ∂0, ∂1, e
λ4x0(∂1 − λ4u∂u) >, (1.216)

що спiвпадає з дев’ятим випадком таблицi 2.
б)при λ4 = 0 система (??)–(??) має розв’язок

ξ0 = c1, ξ
1 = −c2λ2x0 + c3, α = c2, β = 0.

Отже, МАI рiвняння

u0 = u11 + lnuu1 + λ3u.

має вигляд

< ∂0, ∂1, G = x0∂0 − u∂u >,
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що спiвпадає з десятим випадком таблицi 2.

2) λ5 = 1
4 . В цьому випадку з рiвняння (??) одержимо

ξ1
0 = 0. (1.217)

Тодi система (??)–(??) має розв’язок

ξ0 = c1, ξ
1 = c3, α = c2e

λ4x0, β = 0, (1.218)

який для рiвняння

u0 = u11 + lnuu1 + (λ3 + λ4lnu+
1

4
ln2 u)u (1.219)

визначає наступну МАI

< ∂0, ∂1, Q > . (1.220)

Отже, одержимо одинадцятий випадок таблицi 2.

Теорема доведена.

1.6. Застосування додаткових перетворень еквiвален-
тностi для спрощення рiвнянь

Застосуємо результати теореми 2.3 для знаходження перетво-
рень, якi зводять рiвняння з таблицi 2 до iнших рiвнянь з даної таб-
лицi. Справедливе наступне твердження

Теорема 2.6. Всi рiвняння таблицi 2, якi за допомогою ло-
кальних перетворень можуть бути зведенi до iнших рiвнянь цiєї
ж таблицi, наведенi в таблицi 3

Tаблиця 3. Спрощення рiвняння (1) за допомогою додаткових
перетворень еквiвалентностi
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№ Вигляд рiвняння Зв’язок Вигляд рiвняння
до спрощення пiсля спрощення

1 u0 = u11 + λ3 t = x0, wt = wxx

x = x1,

w = u− λ3x0

2 u0 = u11 + λ3u t = x0, wt = wxx

x = x1,

w = ueλ3x0

3 u0 = ∂1(e
uu1) + λ4, t = eλ4x0

λ4
, wt = ∂x(e

wwx)

x = x1,

w = u− λ4x0

4 u0 = ∂1(u
ku1) + λ4u, t = ekλ4x0

kλ4
, wt = ∂x(w

kwx)

k 6= 0 x = x1,

w = ue−λ4x0
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продовження таблицi 3

№ Вигляд рiвняння Зв’язок Вигляд рiвняння
до спрощення пiсля спрощення

5 u0 = ∂1(u
− 4

3u1)+ t = x0, , wt = ∂x(w
− 4

3wx)

+λ6u
− 1

3 x = ϕ(x1)

w = ψ3(x1)u,

ψ̈ = λ6

3 ψ, ϕ̇ = ψ−2

6 u0 = ∂1(u
− 4

3u1)+ t = −3
4λ4
e−

4λ4
3 x0, wt = ∂x(w

− 4
3wx)

+λ4u+ λ6u
− 1

3 x = ϕ(x1),

w = ue−λ4x0ψ3(x1),

ψ̈ = λ6

3 ψ, ϕ̇ = ψ−2

7 u0 = u11 + uu1 + λ3 t = x0, wt = wxx + wwx

x = x1 + λ3

2 x
2
0,

w = u− λ3x0

8 u0 = ∂1(e
uu1)+ t = eλ4x0

λ4
, wt = ∂x(e

wwx)+

+λ3e
uu1 + λ4+ x = x1, +λ̃3e

wwx + λ̃6e
w

+λ6e
u w = u− λ4x0

9 u0 = ∂1(u
ku1)+ t = ekλ4x0

kλ4
, wt = ∂x(w

kwx)+

+λ3u
ku1 + (λ4+ x = x1, +λ̃3w

kwx + λ̃6w
k+1

+λ6u
k)u, k 6= 0 w = ue−λ4x0

10 u0 = ∂1(e
uu1)+ t = x0, wt = ∂x(e

wwx)+

+(λ2e
1
2u+eu)u1+ x = 3e

1
3x1, +λ̃2e

1
2wwx + λ̃4

+λ4 + 2λ2

3 e
1
2u+ w = u+ 2

3x1

+2
9e
u
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продовження таблицi 3

№ Вигляд рiвняння Зв’язок Вигляд рiвняння
до спрощення пiсля спрощення

11 u0 = ∂1(u
ku1)+ t = x0, x = eθx1

θ , wt = ∂x(w
kwx)+

+(λ2u
k
2 +uk)u1+ w = ue

2θ
k x1, +λ̃2w

k
2wx + λ̃4w

+(λ4+
2λ2

(3k+4)u
k
2 + θ = k

3k+4

+ 2(k+2)
(3k+4)2u

k)u,

k 6= 0;−4
3

12 u0 = ∂1(e
uu1)+ t = x0, wt = ∂x(e

wwx)

+euu1+
2
9e
u, x = 3e

1
3x1,

w = u+ 2
3x1

13 u0 = ∂1(u
ku1)+ t = x0, x = eθx1

θ , wt = ∂x(w
kwx)

+uku1+ w = ue
2θ
k x1,

+ 2(k+2)
(3k+4)2u

k+1, θ = k
3k+4

k 6= 0;−4
3

14 u0 = ∂1(e
uu1)+ t = eλ4x0

λ4
, wt = ∂x(e

wwx)

+euu1+λ4+ x = 3e
1
3x1,

+2
9e
u w = u− λ4x0+

+2
3x1

15 u0 = ∂1(u
ku1)+ t = ekλ4x0

kλ4
, wt = ∂x(w

kwx)

+uku1+(λ4+ x = eθx1

θ ,

+ 2(k+2)
(3k+4)2u

k)u, w = ue−λ4x0+ 2θ
k x1,

k 6= 0;−4
3 θ = k

3k+4

Доведення. Очевидно, що рiвняння з першої колонки таблицi 3
можуть бути зведенi до рiвнянь з другої колонки таблицi 3 при умовi,
що їх МАI мають однакову розмiрнiсть та функцiї f 1, F 1 належать
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до одного класу, що продиктовано умовою (??). Як було зазначено
у вступi, рiвняння з першої колонки пунктiв 1–8 даної таблицi во-
лодiють додатковими перетвореннями еквiвалентностi та зводяться
до вигляду з другої колонки. Знайдемо додатковi перетворенння, що
зводять рiвняння з першої колонки пунктiв 8–15 до рiвнянь третьої
колонки таблицi 3. Наведемо детально доведення теореми для пункту
15 таблицi 3. Встановимо додатковi перетворення еквiвалентностi,якi
зводять рiвняння

u0 = ∂1(u
ku1)+u

ku1 +

(
λ4 +

2(k + 2)

(3k + 4)2
uk
)
u, k 6= 0;−4

3
(1.221)

до рiвняння

wt = ∂x(w
kwx). (1.222)

В даному випадку рiвняння (??) набуває вигляду

b2
1u

k = a0(αu+ β)k. (1.223)

Очевидно, що з (??) при врахуваннi (??) одержимо

b2
1 = a0α

k, β = 0. (1.224)

Тому рiвняння (??) i (??)запишуться у виглядi

−2
b1α1

α
(k + 1)uk + b11u

k + b1u
k = b0, (1.225)

[
α2

1

α
(k+ 2)−α1 +

2α(k + 2)

(3k + 4)2
]uk+1 + (λ4α+α0)u = α11u

k+1. (1.226)

Оскiльки функцiї α, b не залежать вiд u та, враховуючи, що k 6= 0, iз
(??) та (??) одержимо

−2
b1α1

α
(k + 1) + b11 + b1 = 0, (1.227)

(
α1

α
)2(k + 2)− α1

α
+

2(k + 2)

(3k + 4)2
= α11, (1.228)

α0 + λ4α = 0, (1.229)
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b0 = 0, (1.230)

З рiвняння (??), знаходимо

α = γ(x1)e
−λ4x0. (1.231)

Позначимо
γ1

γ
= ς(x1). (1.232)

Тодi рiвняння (??) перепишеться наступним чином

(k + 1)ς2 − ς +
2(k + 2)

(3k + 4)2
= ς̇ . (1.233)

Один з його розв’язкiв має вигляд

ς =
2

3k + 4
. (1.234)

Тому

α = e−λ4x0+ 2
3k+4x1 (1.235)

Пiдставивши (??) у (??) та розв’язавши одержане рiвняння, маємо

b = c2e
k

3k+4x1, (1.236)

де c2 — стала iнтегрування. Враховуючи (??), (??), iз (??) одержимо

a0 =
k2c2

2

(3k + 4)2
ekλ4x0.

Якщо для зручностi покласти c2 = 3k+4
k , то маємо

a =
ekλ4x0

kλ4
. (1.237)

При цьому

b =
3k + 4

k
e

k
3k+4x1, α = e−λ4x0+ 2

3k+4x1 (1.238)

Отже,

t =
ekλ4x0

kλ4
, x =

eθx1

θ
, w = ue−λ4x0+ 2θ

k x1, (1.239)
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де θ = k
3k+4 . Спiввiдношення (??) задає локальну пiдстановку, що

зводить рiвняння (??) до рiвняння (??).
Аналогiчнi мiркування можна провести для всiх рiвнянь 16-30 з

таблицi 2.
Встановимо пiдстановку, яка зводить рiвняння

u0 = ∂1(e
uu1) + λ3e

uu1 + λ4 + λ6e
u (1.240)

до рiвняння

wt = ∂x(e
wwx) + λ3e

wwx + λ̃6e
w (1.241)

Пiдставивши значення функцiй fa, F a з рiвнянь (??), (??)у си-
стему (??)–(??), та врахувавши при цьому (??), пiсля розщеплення
за рiзними показниковими функцiями одержимо систему

b0 = 0, α = 1, β0 = −λ4, b
2
1 = a0e

β,

b11 + (λ3(1− b1)− 2β1)b1 = 0,

β11 − (β1 + λ3)β1 + λ̃6b
2
1 + λ6 = 0.

(1.242)

Неважко впевнитись, що одним з розв’язкiв системи (??) є функ-
цiї

α =
eλ4x0

λ4
, b =

3

λ3
e
λ3
3 x1, α = 1, β = −λ4x0 + 2

λ3

3
x1,

якi визначають перетворення

t =
eλ4x0

λ4
, x =

3

λ3
e
λ3
3 x1, w = u− λ4x0 + 2

λ3

3
x1,

що зводять рiвняння (??) до рiвняння (??). Одержаний результат
спiвпадає з восьмим випадком таблицi 3.

Знайдемо вигляд пiдстановки, яка зводить рiвняння

u0 = ∂1(u
ku1) + λ3u

ku1 + (λ4 + λ6u
k)u, k 6= 0, (1.243)

до рiвняння

wt = ∂x(w
kwx)wx + λ3w

k + λ6w
k+1. (1.244)
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Система (??)–(??)при пiдстановцi значень функцiй fa, F a з рiв-
нянь (??), (??) та врахуваннi (??) пiсля розщеплення за рiзними сте-
пеневими функцiями набуде вигляду

b0 = 0, β = 0α0 + λ4, α = 0, b2
1 = a0α

k,

b11 − b1(λ3(b1 − 1) + 2(k + 1)α1

α )b1 = 0,

α11 − ((k + 2)α1

α − λ3)α1 + λ6(a0α
k − 1)α = 0.

(1.245)

Одним з розв’язкiв системи (??) є функцiї

a =
ekλ4x0

kλ4
, b = x1, α = e−λ4x0, β = 0,

якi визначають перетворення, що зводять рiвняння (??) до рiвняння
(??):

t =
ekλ4x0

kλ4
, x = x1, w = ue−λ4x0,

що спiвпадає з дев’ятим випадком таблицi 3.
З’ясуємо вигляд пiдстановки, яка зводить рiвняння

u0 = ∂1(e
uu1) + (λ2e

1
2u+eu)u1 + λ4 + 2λ2

3 e
1
2u + 2

9ke
u,

λ2 6= 0
(1.246)

до рiвняння

wt = ∂x(e
wwx) + λ̃2e

1
2wwx + λ̃4, λ̃2 6= 0. (1.247)

Пiдставимо значення функцiй fa, F a з рiвнянь (??), (??)у си-
стему (??)–(??), врахувавши при цьому (??). Пiсля розщеплення за
рiзними показниковими функцiями та незначних перетворень одер-
жимо систему

α = 1, (1.248)

a0 = 1, (1.249)

b1 = e
β
2 , (1.250)

β1 =
2

3
, (1.251)
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b11 −
b1

3
= 0. (1.252)

Одним з розв’язкiв рiвняння (??) є функцiя

β =
2

3
x1. (1.253)

З рiвняння (??), врахувавши (??), одержимо, наприклад , наступний
розв’язок (??)

b = 3e
1
3x1. (1.254)

Пiдставивши (??) у (??), одержимо правильну тотожнiсть. З рiвнян-
ня (??) випливає, наприклад, що

a = x0. (1.255)

Рiвностi (??), (??),(??) та (??) визначають перетворення, якi зводять
рiвняння (??) до рiвняння (??):

t = x0, x = 3e
1
3x1, w = u+

2

3
x1,

що спiвпадає з десятим випадком таблицi 3.
Знайдемо пiдстановку, яка зводить рiвняння

u0 = ∂1(u
ku1) + (λ2u

k
2 +uk)u1+

+(λ4 + 2λ2

3k+4u
k
2 + 2(k+2)

(3k+4)2u
k)u, k 6= 0

(1.256)

до рiвняння

wt = ∂x(w
kwx) + λ2w

k
2 + λ4w. (1.257)

Пiдставимо значення функцiй fa, F a з рiвнянь (??), (??) у си-
стему (??)–(??), врахувавши при цьому (??). Пiсля розщеплення за
рiзними степеневими функцiями та незначних перетворень одержимо
систему

β = 0, b0 = 0, α0 + λ4(1− a0)α = 0,

λ2(α1 − 2
3k+4α) = 0, b2

1 = a0α
k,

b11 + (1− 2(k + 1)α1

α )b1 = 0,

α11 + (1− (k + 2)α1

α )α1 − 2 k+2
(3k+4)2α = 0.

(1.258)
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Одним з розв’язкiв системи (??) є функцiї

a = x0, b =
3k + 4

k
e

k
3k+4x1, α = e

2
3k+4x1, β = 0,

якi визначають перетворення, що зводять рiвняння (??) до рiвняння
(??):

t = x0, x =
3k + 4

k
e

k
3k+4x1, w = ue

2
3k+4x1,

що спiвпадає з одинадцятим випадком таблицi 3.
Встановимо вигляд пiдстановки, яка зводить рiвняння

u0 = ∂1(e
uu1) + euu1 + 2

9e
u (1.259)

до рiвняння

wt = ∂x(e
wwx). (1.260)

Пiдставимо значення функцiй fa, F a з рiвнянь (??), (??) у си-
стему (??)–(??), врахувавши при цьому (??). Пiсля розщеплення за
рiзними показниковими функцiями та незначних перетворень одер-
жимо систему

b0 = 0, α = 1, β0 = 0, b2
1 = a0e

β,

b11 + (1− 2β1)b1 = 0, β11 + (1− β1)β1 − 2
9 = 0.

(1.261)

Одним з розв’язкiв системи (??) є функцiї

a = x0, b = 3e
1
3x1, α = 1, β =

2

3
x1,

якi визначають перетворення, що зводять рiвняння (??) до рiвняння
(??):

t = x0, x = 3e
1
3x1, w = u+

2

3
x1,

що спiвпадає з дванадцятим випадком таблицi 3.
Знайдемо пiдстановку, яка зводить рiвняння

u0 = ∂1(u
ku1) + uku1 + 2(k+2)

(3k+4)2u
k+1, k 6= 0;−4

3
(1.262)

до рiвняння

wt = ∂x(w
kwx). (1.263)
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Пiсля пiдстановки значень функцiй fa, F a з рiвнянь (??), (??) у
систему (??)–(??) з врахуванням (??), розщепивши одержанi рiвнян-
ня за рiзними степеневими функцiями та виконавши незначнi пере-
творення маємо систему

β = 0, b0 = 0, α0 = 0, b2
1 = a0α

k,

b11 + (1− 2(k + 1)α1

α )b1 = 0,

α11 + (1− (k + 2)α1

α )α1 − 2 k+2
(3k+4)2α = 0.

(1.264)

Одним з розв’язкiв системи (??) є функцiї

a = x0, b =
3k + 4

k
e

k
3k+4x1, α = e

2
3k+4x1, β = 0,

якi визначають перетворення, що зводять рiвняння (??) до рiвняння
(??):

t = x0, x =
3k + 4

k
e

k
3k+4x1, w = ue

2
3k+4x1,

що спiвпадає з тринадцятим випадком таблицi 3.
Знайдемо пiдстановку, яка зводить рiвняння

u0 = ∂1(e
uu1) + euu1 + λ4 + 2

9e
u (1.265)

до рiвняння

wt = ∂x(e
wwx). (1.266)

Пiдставимо значення функцiй fa, F a з рiвнянь (??), (??) у си-
стему (??)–(??), врахувавши при цьому (??). Пiсля розщеплення за
рiзними показниковими функцiями та незначних перетворень одер-
жимо систему

b0 = 0, α = 1, β0 = −λ4, b2
1 = a0e

β,

b11 + (1− 2β1)b1 = 0, β11 + (1− β1

α )β1 − 2
9 = 0.

(1.267)

Одним з розв’язкiв системи (??) є функцiї

a =
eλ4x0

λ4
, b = 3e

1
3x1, α = 1, β = −λ4x0 +

2

3
x1,
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якi визначають перетворення, що зводять рiвняння (??) до рiвняння
(??):

t =
eλ4x0

λ4
, x = 3e

1
3x1, w = u− λ4x0 +

2

3
x1,

що спiвпадає з чотирнадцятим випадком таблицi 3.
Зауважимо, що рiвняння 1-15 з таблицi 1 не можуть бути зведе-

ними одне до одного за допомогою локальних перетворень, оскiльки
їх нелiнiйностi не задовольняють достатнiм умовам теореми 2.2.

Теорема доведена.
Таким чином, з урахуванням результатiв таблицi 3 одержуємо,

що групова класифiкацiя локально нееквiвалентних рiвнянь (??) мо-
же бути наведена у виглядi наступної таблицi.

Tаблиця 4. Групова класифiкацiя локально нееквiвалентних
рiвнянь (??)

№ Рiвняння МАI Умови

1 u0 = u11 〈∂0, ∂1, G = x0∂1 − 1
2
x1u∂u, β1

0 = β1
11

I = u∂u, D = 2x0∂0 + x1∂1,

П = x2
0∂0 + x0x1∂1−

−1
2
(
x2
1

2
+ x0)u∂u,

Q∞1 = β1(x0, x1)∂u〉

2 u0 = u11 + uu1 〈∂0, ∂1, G0 = x0∂1 − ∂u,
D − u∂u,

П0 = x2
0∂0 + x0x1∂1−

−(x1 + x0u)∂u〉

3 u0 = ∂1(u−
4
3u1) 〈∂0, ∂1, D,D1 = kx1∂1 + 2u∂u, k = −4

3

K = x2
1∂1 − 3x1u∂u〉

4 u0 = ∂1(uku1) 〈∂0, ∂1, D,D1〉 k 6= 0;−4
3
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продовження таблицi 4

№ Рiвняння МАI Умови

5 u0 = ∂1(euu1) 〈∂0, ∂1, D,D2 = x1∂1 + 2∂u〉

6 u0 = u11 ± u lnu 〈∂0, ∂1,G = ex0(∂1−
−1

2
x1u∂u), ex0u∂u〉

7 u0 = ∂1(f(u)u1) 〈∂0, ∂1, D〉 f(u) 6= uk; eu

8 u0 = ∂1(uku1) + æ1u
mu1 + r1u

2m−k+1 〈∂0, ∂1, (k − 2m)D +D1〉

9 u0 = ∂1(eæuu1) + æ1e
ruu1 + r1e

(2r−æ)u 〈∂0, ∂1, (æ− 2r)D +D2〉

10 u0 = u11 + lnuu1 〈∂0, ∂1, G1 = x0∂1 − u∂u〉

11 u0 = ∂1(uku1) + lnuu1 + r2u
1−k 〈∂0, ∂1, Y = k(x0∂0 + x1∂1)− k 6= 0

−x0∂1 + u∂u〉

12 u0 = ∂1(euu1) + uu1 + r2e
−u 〈∂0, ∂1,Y = x0∂0 + x1∂1−

−x0∂1 + ∂u〉

13 u0 = u11 + lnuu1 + r2ulnu 〈∂0, ∂1,G2 = er2x0(∂1 − r2u∂u)〉

14 u0 = u11 + uu1 ± u 〈∂0, ∂1,G1 = e±x0(∂1 ∓ ∂u)〉

15 u0 = u11 + lnuu1 + u(1
4
ln2u+ r2) 〈∂0, ∂1, Q = e

1
4
x0− 1

2
x1u∂u〉

У випадках 8 i 9 таблицi 4 æε{0, 1} , причому при æ = 0, r = 1,
а при æ = 1, rεR; æ1ε{0, 1} , причому при æ1 = 0, r1 = ±1, а при
æ1 = 1, r1εR; r2εR.

1.7. Дискретнi перетворення iнварiантностi та форму-
ли розмноження розв’язкiв деяких рiвнянь класу

Вiдомо, що неперервнi перетворення iнварiантностi рiвняння
Бюргерса

u0 = u11 + uu1 (1.268)



82 Роздiл 1. Класифiкацiя симетрiйних властивостей нелiнiйного рiвняння

мають наступний вигляд:
1. для суперпозицiї операторiв 〈∂0, ∂1, G = x0∂1−∂u, D = 2x0∂0 +

x1∂1 − u∂u〉

t = θ2
3x0 + θ0, x = θ3x1 + θ2θ

2
3x0 + θ1, w = 1

θ3
u− θ2,

θ3 6= 0;
(1.269)

2. для оператора Π = x2
0∂0 + x0x1∂1 − (x1 + x0u)∂u

t = x0

1−θ4x0
, x = x1

1−θ4x0
, w = (1− θ4x0)u− θ4x1. (1.270)

Використавши необхiдну й достатню умови еквiвалентностi рiвнянь
реакцiї-конвекцiї-дифузiї, зводимо рiвняння (??) до рiвняння

wt = wxx + wwx. (1.271)

Достатнi умови набувають вiдповiдно вигляду

b2
1 = a0. (1.272)

−2b1α1

α + b11 + b1u = a0(αu+ β) + b0. (1.273)

2
α2

1

α
u+ 2

α1β1

α
− (α11u+ β11)− (α1u+ β1)u+α0u+ β0 = 0. (1.274)

Прирiвнявши у лiвiй i правiй частинi рiвняннi (??) коефiцiєнти бiля
змiнної u2 , робимо висновок, що α1 = 0 . Розщепивши рiвняння (??),
(??), (??) за степенями змiнної u та врахувавши

α1 = 0, a0 = b2
1, b1 = a0α, b11 = a0β + b0,

α0 = β1, β0 = β11, a0b1α 6= 0.
(1.275)

Розв’язок системи (??) має вигляд:
1. при β1 = 0

t = c2
1x0 + c2, x = c1x1 + c3c

2
1x0 + c4, w = 1

c1
u− c3, c1 6= 0.(1.276)

2. при β1 6= 0

t = −c22c3x0+c1c2c3+1
c2(c1−c2x0) , x = c2x1−c4

c2(c1−c2x0) + c5,

w = (c1 − c2x0)u− c2x1 + c4, c2 6= 0.
(1.277)
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Очевидно, що перетворення (??) та (??) спiвпадають, а перетво-
рення (??) та (??) є тотожними при c1 = 1, c2 = θ4, c3 = − 1

θ4
, c4 =

c5 = 0 . При iнших значеннях параметрiв c1, c2, c3, c4, c5 перетворення
є дискретними та не можуть бути одержанi методом С. Лi.

Так, наприклад, при c1 = c3 = c4 = c5 = 0, c2 = −1 одержимо
наступнi дискретнi перетворення iнварiантностi

t = − 1
x0
, x = x1

x0
, w = x0u+ x1 (1.278)

рiвняння Бюргерса (??).
Таким чином, формули (??) та (??) визначають всеможливi пе-

ретворення iнварiантностi рiвняння (??).
Данi перетворення дозволяють встановити формули розмноже-

ння розв’язкiв. Нехай u = f(x0, x1) — вiдомий розв’язок, тодi новi
розв’язки записуються наступним чином

u = c1f(c2
1x0 + c2, c1x1 + c1c

2
3x0 + c4) + c3

або

u =
1

c1 − c2x0

[
f

(
−c2

2c3x0 + c1c2c3 + 1

c2(c1 − c2x0)
,

c2x1 − c4

c2(c1 − c2x0)

)
+ c2x1 − c4

]
.

Наведемо ще один приклад знаходження додаткових перетво-
рень iнварiантностi.

Розглянемо рiвняння

u0 = u11 + u2k+1. (1.279)

де kεZ.
Алгебра iнварiантностi рiвняння (??) має вигляд 〈∂0, ∂1, D =

k(2x0∂0 + +x1∂1)− u∂u〉 i задає наступнi перетворення

t = θ2k
1 x0 + θ2, x = θ−k1 x1 + θ3, w = θ1u. (1.280)

Зведемо рiвняння (??) до iнварiантного рiвняння

wt = wxx + w2k+1, (1.281)

де kεZ.
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Система рiвнянь

b2
1 = a0, (1.282)

−2b1α1

α + b11 = b0, (1.283)

2α
2
1

α u+ 2α1β1

α − (α11u+ β11) + αu2k+1 + α0u+ β0 =

= a0(αu+ β)2k+1.
(1.284)

Продиференцiювавши рiвняння (??) по x1 та врахувавши (??), (??),
одержуємо

b11 = 0, (1.285)

Прирiвнявши коефiцiєнти бiля змiнної u2k+1 у лiвiй i правiй ча-
стинах рiвняння (??), робимо висновок, що

a0 =
1

α2k
, (1.286)

α1 = 0. (1.287)

Рiвняння (??) та (??) набувають вигляду

b0 = 0, (1.288)

β11 + αu2k+1 + α0u+ β0 = a0(αu+ β)2k+1. (1.289)

Прирiвнявши коефiцiєнти у лiвiй i правiй частинi рiвняння (??) бiля
змiнної u2k+1 та u i врахувавши (??), маємо

β = 0, α0 = 0. (1.290)

З рiвнянь (??), (??) , (??), (??), (??) одержуємо, що максимальна
група перетворень iнварiантностi рiвняння (??) задається наступни-
ми формулами:

t = A−2k
1 x0 + A2, x = A−k1 x1 + A3, w = ±A1u. (1.291)

Таким чином , порiвнявши перетворення отриманi методом С. Лi
(??) з перетвореннями (??), приходимо до висновку, що вiдбувається
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розширення неперервних перетворень дискретними перетвореннями
u→ −u .

Спiввiдношення (??) дають можливiсть побудувати формули
розмноження розв’язкiв рiвняння (??)

u = ±c1f
(
c2k

1 x0 + c2, c
k
1x1 + c3

)
,

де f(x0, x1) — вiдомий розв’язок.
Розглянемо рiвняння

u0 = (u−
4
3u1)1. (1.292)

1. Для операторiв 〈∂0, ∂1, D = 2x0∂0 + x1∂1 − u∂u,
D1 = −2

3x1∂1 + u∂u〉 суперпозицiя скiнчених перетворень iнварiант-
ностi має вигляд

t = θ2
1x0 + θ0, x =

θ1

θ2
2

x1 + θ3, w = θ3
2u. (1.293)

2. Для оператора K = x2
1∂1 − 3x1u∂u

t = x0, x =
x1

θx1 + 1
, w = (θx1 + 1)3u. (1.294)

Використавши необхiдну й достатню умови еквiвалентностi рiв-
нянь реакцiї-конвекцiї-дифузiї, зведемо рiвняння (??) до рiвняння

wt = (w−
4
3wx)x. (1.295)

Провiвши мiркування аналогiчно до попереднього, одержимо насту-
пнi перетворення iнварiантностi:

1.

t = c2
1x0 + c0, x =

c1

c2
2

x1 + c3, w = c3
2u, c1c2 6= 0; (1.296)

2.

t = c2
1x0 + c0, x = − c1

c2(c2x1 + c4)
+ c3, w = (c2x1 + c4)

3u. (1.297)
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Очевидно, що перетворення (??) та (??) тотожнi, а перетворення (??)
та (??) спiвпадають при c0 = 0, c1 = 1, c2 = θ, c3 = 1

θ , c4 = 1. При iн-
ших значення параметрiв c0, c1, c2, c3, c4 перетворення iнварiантностi
є дискретними. Зауважимо, що при −c1 = c2 = 1, c0 = c3 = c4 = 0 з
формули (??) одержанi перетворення iнверсiї

t = x0, x =
1

x1
, w = x3

1u, (1.298)

знайденi також i в роботi [?].
Одержанi дискретнi перетворення дають можливiсть побудувати

наступнi формули розмноження розв’язкiв:

u = c−3
2 f(c2

1x0 + c0,
c1

c2
2

x1 + c3) (1.299)

або

u = (c2x1 + c4)
−3f(c2

1x0 + c0,−
c1

c2(c2x1 + c4)
+ c3). (1.300)

Таким чином, використавши дискретнi перетворення еквiвален-
тностi класу рiвнянь (??), ми отримали дискретнi перетворення iн-
варiантностi кiлькох рiвнянь з даного класу, що неможливо зробити
в рамках алгоритму Лi.



РОЗДIЛ 2

Q — УМОВНА ЕКВIВАЛЕНТНIСТЬ РIВНЯНЬ
МАТЕМАТИЧНОЇ ФIЗИКИ

Бiльшiсть диференцiальних рiвнянь, якi описують конкретнi фi-
зичнi процеси, як правило, мiстять одну чи кiлька довiльних функ-
цiй i тому описують цiлi класи диференцiальних рiвнянь. Виникає
запитання: яке рiвняння з деякого класу найбiльш точно та доскона-
ло описує явище, що дослiджується. Часто таке рiвняння пiдбирає-
ться емпiричними методами. Але, як вiдомо, рiвняння, що описують
реальнi процеси, володiють широкими симетрiйними властивостями.
Тому наявнiсть широкої симетрiї рiвняння може служити критерi-
єм вiдбору його в якостi математичної моделi опису того чи iншого
процесу.

У зв’язку з цим досить актуальною є задача вибору з певно-
го класу тих рiвнянь, якi володiють самою широкою симетрiєю. Ця
задача носить назву задачi групової класифiкацiї диференцiальних
рiвнянь. Її розв’язанню придiляли увагу багато авторiв. Так у робо-
тах [?], [?] з цiєю метою застосовується метод С.Лi, роботи [?], [?]
дещо модифiкують цей метод, використовуючи перетворення еквiва-
лентностi рiвнянь та результати теорiї абстрактних алгебр Лi.

У даному роздiлi введено поняття Q-умовної еквiвалентностi та
проiлюстровано його застосування для групової класифiкацiї на при-
кладi нелiнiйного рiвняння теплопровiдностi та еволюцiйного рiвнян-
ня другого порядку .
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2.1. Про класифiкацiю симетрiйних властивостей

Розглянемо нелiнiйне рiвняння теплопровiдностi

u0 = u11 + F (u), (2.1)

де u = u(x), x = (x0, x1), u0 = ∂u
∂x0

, u11 = ∂2u
∂x2

1
, F (u) — довiльна

гладка функцiя. Добре вiдомi результати групової класифiкацiї рiв-
няння (??), одержанi в рамках методу С.Лi. Якщо застосувати даний
метод для дослiдження симетрiйних властивостей рiвняння (??), то
одержимо систему визначальних рiвнянь:

ξ0
1 = ξ0

u = ξ1
u = 0, ξ0

0 = 2ξ1
1 , ξ1

0 + 2η1u = 0, ηuu = 0, (2.2)

ηḞ = (ηu − 2ξ1
1)F + η0 − η11. (2.3)

Проаналiзувавши всеможливi розв’язки даної системи, одержи-
мо вигляд функцiй F (u) та максимальну алгебру iнварiантностi
(МАI) рiвняння (??), якi вiдповiдають одержаним функцiям F (u).
Результати даної класифiкацiї симетрiй наведено у виглядi таблицi 5.
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Tаблиця 5. Класифiкацiя симетрiйних властивостей рiвняння (??).

№ Рiвняння МАI

1 u0 = u11 + f(u) ∂0, ∂1

2 u0 = u11 ± eu ∂0, ∂1, D1 = 2x0∂0 + x1∂1 − 2∂u

3 u0 = u11 ± uk ∂0, ∂1, D2 = 2x0∂0 + x1∂1 + 2
1−ku∂u

4 u0 = u11 ± u lnu ∂0, ∂1,G= e±x0(∂1 ∓ 1
2x1u∂u),

M=e±x0u∂u

5 u0 = u11 ± u ∂0, ∂1, G1 = x0∂1 − 1
2x1u∂u,M1 = u∂u,

D3 = 2x0∂0 + x1∂1 ± 2x0u∂u,

Π1 = x2
0∂0 + x0x1∂1 − 1

2 ( 1
2x

2
1 + x0)u∂u±

±x2
0u∂u, X1 = γ(x0, x1)∂u

6 u0 = u11 ± 1 ∂0, ∂1,M2 = (u∓ x0)∂u,

G2 = x0∂1 − 1
2x1(u∓ x0)∂u,

D4 = 2x0∂0 + x1∂1 ± 2x0∂u,

Π2 = x2
0∂0 + x0x1∂1 − 1

2 ( 1
2x

2
1 + x0)u∂u±

± 1
4x0(x2

1 + 6x0)∂u, X2 = σ(x0, x1)∂u

У таблицi 5 λi, k 6= 0; 1 — довiльнi сталi, f(u) — довiльна гладка
функцiя, i = 1, 5 , γ(x0, x1) — розв’язок рiвняння γ0 = γ11 ± γ ,
σ(x0, x1) — розв’язок рiвняння σ0 = σ11.

У роботах [?], [?] запропонований iнший метод симетрiйної кла-
сифiкацiї диференцiальних рiвнянь, який базується на знаходженнi
групи еквiвалентностi даного рiвняння. Згiдно цього методу для кла-
сифiкацiї симетрiйних властивостей диференцiального рiвняння ви-
користовується умова

ẼΦ(y, F ) |Φ=0= 0, (2.4)

де Ẽ — продовження iнфiнiтезимального оператора групи еквiвалент-
ностi

E = ξ0(x, u)∂0 + ξ1(x, u)∂1 + η(x, u)∂u + ζ(y, F )∂F , (2.5)

y — сукупнiсть усiх змiнних, вiд яких може залежати довiльний еле-
мент F , що входить у рiвняння, Φ — довiльна гладка функцiя.
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Дослiдимо згiдно даного алгоритму групу еквiвалентностi рiв-
няння (??). Справедливе наступне твердження.

Лема 3.1. Максимальною групою неперервних перетворень ек-
вiвалентностi рiвняння (??) є група, координати iнфiнiтезимального
оператора якої мають вигляд

ξ0 = 2æ1x0 + d0, ξ1 = æ1x1 + d1,

η = æ2u+ d2, ζ = (æ2 − 2æ1)F,
(2.6)

де æa, dµ — груповi параметри.
Доведення. Оператор еквiвалентностi E шукаємо у виглядi

(??), координати якого знаходимо, використовуючи iнфiнiтезималь-
ний метод. Подiявши на рiвняння (??) продовженням оператора E,
перейшовши на многовид:

u0 = u11 + F (u), Fµ = 0, Fuµ = 0

та розчепивши одержанi рiвняння по похiдних функцiй u та F маємо
систему рiвнянь:

ξ0
1 = ξ0

u = ξ1
u = 0, ξ0

0 = 2ξ1
1 , ξ1

0 + 2η1u = 0, ηuu = 0,

ζ = (ηu − 2ξ1
1)F + η0 − η11, ζµ = 0, ζuµ = 0,

(2.7)

розв’язком якої i є функцiї (??).
Лему доведено.
Застосуємо умову (??) для класифiкацiї симетрiйних властиво-

стей рiвняння (??). Оскiльки Φ = Φ(u, F ), то дана умова має вигляд

ηΦu + ζΦF = 0. (2.8)

Загальний розв’язок рiвняння (??) є першим iнтегралом звичайного
диференцiального рiвняння

du
η = dF

ζ

або, враховуючи формули (??),

du
æ2u+d2

= dF
(æ2−2æ1)F . (2.9)

Перший iнтеграл рiвняння (??) залежить вiд значень сталих æ1,
æ2, d2. Можливi три нееквiвалентнi випадки:



2.1. Про класифiкацiю симетрiйних властивостей 91

1. æ1 = æ2 = d2 = 0. У цьому випадку рiвняння (??) має вигляд

u0 = u11 + f(u), (2.10)

де f(u) — довiльна гладка функцiя.

2. æ2 = 0, d2 6= 0. Проiнтегрувавши рiвняння (??), одержимо

F = λ1e
ku, (2.11)

де k = −2æ1

d2
, λ1 — стала iнтегрування.

Зауваження 3.1. Рiвняння

u0 = u11 + λeku, λ 6= 0 (2.12)

за допомогою перетворення еквiвалентностi

x0 = k
λt, x1 =

√
|kλ |x, w = ku, (2.13)

одержаного з результатiв леми 1 зводиться до рiвняння вигляду

wt = wxx ± ew. (2.14)

Тому, не втрачаючи загальностi, можна вважати k = 1, λ = ±1.

3. æ2 6= 0. Загальний розв’язок рiвняння (??) має вигляд

F = λ2(u+ θ)k, (2.15)

де θ = d2

æ2
, k = 1− 2æ1

æ2
, λ2 — стала iнтегрування. Рiвняння (??) у

даному випадку має вигляд

u0 = u11 + λ2(u+ θ)k. (2.16)

За аналогiєю з рiвнянням (??), не втрачаючи загальностi, можна
вважати θ = 0, λ2 = ±1 тобто одержимо рiвняння

u0 = u11 ± uk. (2.17)
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Порiвнюючи одержанi результати з результатами таблицi 5, ми
бачимо, що до класу рiвнянь (??), (??), (??) не входить рiвняння

u0 = u11 ± u lnu. (2.18)

Крiм того, рiвняння (??) за допомогою локальної пiдстановки не мо-
же бути зведеним до якогось iншого рiвняння таблицi 5, оскiльки
розмiрнiсть його МАI не спiвпадає з розмiрнiстю МАI iнших рiвнянь,
наведених у данiй таблицi.

2.2. Означення Q-умовної еквiвалентнiстi

Позбутися недолiку, вказаного в попередньому пунктi, можна,
ввiвши поняття Q-умовної еквiвалентностi диференцiальних рiвнянь,
яке є аналогом Q-умовної iнварiантностi (див.[?]).

Означення 3.1. Оператор

Q = A∂x +B∂u + C∂F (2.19)

назвемо оператором Q-умовної еквiвалентностi системи рiвнянь

S
(
x, u, u

1
, u

2
, . . . , u

p
, F, F

1
, F

2
, . . . , F

k

)
= 0, (2.20)

якщо вiн породжується групою перетворень еквiвалентностi даної
системи при умовi

Q̃F = 0, (2.21)

тобто

Q̃S = f 0S + f 1(Q̃F ), (2.22)

де

Q̃F = χFy − C,
χ =

(
A,B,C,C

1
, C

2
, . . . , C

k

)
,

C
s
— продовження s-го порядку функцiй C, u = u(x), xεRn, uεRm,

F = F
(
x, u, u

1
, u

2
, . . . , u

m

)
εRl — довiльнi гладкi функцiї; u

α
, F
β
— сукуп-

нiсть всеможливих похiдних вiдповiдно порядку α вiд функцiй u та
порядку β вiд функцiй F; f 0, f 1 — деякi функцiї.



2.3. Симетрiйнi властивостi рiвняння теплопровiдностi 93

Зауваження 3.2. У зв’язку з введенням поняття Q-умовної ек-
вiвалентностi групу еквiвалентностi, одержану за допомогою методу,
запропонованого в [?], будемо називати основною групою перетворень
еквiвалентностi диференцiального рiвняння i позначати (BGE).

Таким чином, дослiджуючи Q-умовну еквiвалентнiсть, ми серед
рiвнянь класу (??) видiляємо пiдклас, який може мати iншу групу
перетворень еквiвалентностi, порiвняно з BGE.

2.3. Симетрiйнi властивостi рiвняння теплопровiдностi

Дослiдими Q-умовну еквiвалентнiсть рiвняння (??). Подiявши
оператором (??) при умовi (??), одержимо наступну систему для ви-
значення координат оператора Q та зображень F:

A0
1 = A0

u = A1
u = 0, A0

0 = 2A1
1,

A1
0 + 2B1u = 0, Buu = 0,

(2.23)

C = (Bu − 2A1
1)F +B0 −B11, (2.24)

BCµ = CBµ, Cuµ = 0. (2.25)

Загальним розв’язком системи рiвнянь (??) є функцiї

A0 = 2α(x0), A
1 = ˙α(x0)x1 + β(x0),

C = −1
2( ¨α(x0)

x2
1

2 + ˙β(x0)x1 + γ(x0))u+ ϕ(x0, x1).
(2.26)

Пiдставивши (??)та (??) у рiвняння (??), одержимо два суттєво
рiзнi випадки: 1) α̇ 6= 0; 2) α̇ = 0.

У першому випадку одержимо оператор Q-умовної еквiвален-
тностi , який повнiстю спiвпадає з оператором групи неперервних
перетворень еквiвалентностi BGE.

У другому випадку одержимо два вигляди оператора Q- умовної
еквiвалентностi: для лiнiйної функцiї F (u) (при цьому рiвняння (??)
за допомогою перетворень еквiвалентностi, наведених у таблицi 3 по-
переднього роздiлу, може бути зведено до однорiдного), та оператор,
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який має вiдповiдно координати (??) та з точнiстю до неперевних
перетворень еквiвалентностi визначає функцiю F (u) виглядi, що вiд-
повiдає рiвнянню (??).

На основi наведених вище мiркувань можна сформулювати на-
ступну теорему.

Теорема 3.1. Рiвняння (??) допускає групу неперервних перет-
ворень Q-умовної еквiвалентностi, вiдмiнних вiд BEG, якщо коорди-
нати оператора (??)мають вигляд

A0 = c1, A
1 = c2e

±x0 + c3, B = −1
2(±c2x1 + c5)e

±x0(u+ c6),

C = −1
2(±c2x1 + c5)e

±x0(F ± (u+ c6)).
(2.27)

Доповнивши лему 3.1. теоремою 3.1, одержимо повний перелiк
нелiнiйностей рiвняння (??), наведених в таблицi 5.

2.4. Еволюцiйне рiвняння другого порядку

Розглянемо еволюцiйне рiвняння

w0 = wf(w11w
3), (2.28)

де w = w(x), x = (x0, x1), f — довiльна гладка функцiя.
Рiвняння (??) було використано в роботi [?], як iлюстрацiю до

теореми про те, що алгебра iнварiантностi еволюцiйного рiвняння
складається не бiльше, нiж з n + 5 операторiв, де n — порядок рiв-
няння. Рiвняння (??) одержане також у роботi [?], як один з класiв
еволюцiйних рiвнянь, iнварiантних вiдносно конформної алгебри. За-
стосуємо введене нами поняття Q-умовної еквiвалентностi для кла-
сифiкацiї симетрiйних властивостей рiвняння (??).

Для зручностi дослiдження за допомогою замiни

w = eu (2.29)

перейдемо до еквiвалентного рiвняння вигляду

u11 + u2
1 = e−4uF (u0), (2.30)
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де F — довiльна гладка функцiя.
При класифiкацiї симетрiйних властивостей рiвняння (??) за ме-

тодом С. Лi [?] приходимо до розв’язування наступної системи визна-
чальних рiвнянь:

ξ0
1 = ξ0

u = 0, ξ1
uu − ξ1

u = 0, ηuu − ηu − 2ξ1
1u = 0,

(ξ1
uu0 + ξ1

0)Ḟ − 3ξ1
uF + (2η1u + 2η1 − ξ1

11)e
4u = 0,

[(ηu − ξ0
0)u0 + η0]Ḟ − (ηu + 4η − 2ξ1

1)F + η11e
4u = 0.

(2.31)

Розв’язавши систему (??), одержимо вигляд функцiй ξ0, ξ1, η, F .
Вiдповiдний вигляд рiвняння та його МАI наведено в таблицi 7.

Tаблиця 6. Класифiкацiя симетрiйних властивостей рiвняння (??).

№ Рiвняння МАI Умови

1 u11 + u2
1 = ϕ(u0)e−4u ∂0, ∂1, D = 2x1∂1 + ∂u,

K = x2
1∂1 + x1∂u

2 u11 + u2
1 = λ1e

mu0−4u ∂0, ∂1, D,K,

X1 = e
4
mx0∂u

3 u11+u2
1=λ2e

−4u(u0+θ)m ∂0, ∂1, D,K, m 6= 0

X2 = e
4θ
m x0(∂0 − θ∂u)) m 6= ±3

4 u11 + u2
1 = λ3e

−4uum0 ∂0, ∂1, D,K, m 6= 0

D0 = 2x0∂0 +mx1∂1 m 6= ±3

5 u11+u2
1=λ4e

−4u(u0+θ)−3 ∂0, ∂1, D,K,D0, m = −3

X3 = x1e
−θx0−u∂u,

X4 = e−θx0−u∂u

6 u11 + u2
1 = λ5e

−4uu−3
0 ∂0, ∂1, D,K, m = −3

D0, X3, X4 θ = 0

7 u11+u2
1=λ6e

−4u(u0+θ)3 ∂0, ∂1, D,K,D0, m = 3

X5 = eθx0+u∂1,

X6 = eθx0+u(x1∂1 + ∂u)

8 u11 + u2
1 = λ7e

−4uu3
0 ∂0, ∂1, D,K,D0, X5, X6 m = 3,

θ = 0

У таблицi 7 ϕ = ϕ(u0) — довiльна гладка функцiя, m, θ, λi —
довiльнi сталi, i = 1, 7.
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Основною групою перетворень еквiвалентностi рiвняння (??), як
встановлено в [?], є група, координати iнфiнiтезимального оператора
якої задаються формулами

ξ0=c1x0+c2, ξ1=c3x
2
1+(2c4+c5)x1+c6, η = c3x1 + c4, (2.32)

ζ = −2c5F. (2.33)

Прокласифiкуємо вигляд нееквiвалентних зображень функцiї F за
допомогою основної групи перетворень еквiвалентностi.

Лема 3.2. Нееквiвалентнi рiвняння вигляду (??) з точнiстю до
перетворень основної групи еквiвалентностi мають вигляд

u11 + u2
1 = ϕ(u0)e

−4u (2.34)

u11 + u2
1 = λe−4uum0 , (2.35)

де λ 6= 0, m 6= 0 — довiльнi сталi, ϕ = ϕ(u0) — довiльна гладка
функцiя.

Доведення. Подiявши оператором (??) на многовид

Φ(u0, F ) = 0,

одержимо

0ηΦu0
+ ζΦF = 0, (2.36)

де 0η — продовження функцiй η за змiнною x0. Пiсля пiдстановки
(??) у (??) та врахувавши, що 0η = −c1u0, одержуємо

c1u0Φu0
+ 2c5FΦF = 0.

Можливi два рiзнi випадки
1. c1 = c5 = 0. У цьому випадку

F = ϕ(u0),

де ϕ = ϕ(u0) — довiльна гладка функцiя, що приводить до рiвняння
(??).
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2. c1 6= 0, c5 — довiльна стала. Розв’язавши останнє рiвняння,
одержуємо вигляд функцiї F:

F = λum0 ,

де m = 2c5
c1
, λ — стала iнтегрування, та вiдповiдне рiвняння (??).

Лему доведено.
Порiвнюючи результати леми 3.2 з результатами таблицi 6, при-

ходимо до висновку, що, як i для рiвняння (??), метод класифiкацiї
симетрiйних властивостей рiвняння (??) за допомогою перетворень
BEG не приводить до всiх нееквiвалентних випадкiв, одержаних за
допомогою методу С.Лi.

Запишемо вигляд нееквiвалентних представлень рiвняння (??)
та прокласифiкуємо симетрiйнi властивостi за допомогою поняття
Q-умовної еквiвалентностi.

Теорема 3.2. Рiвняння (??) Q-умовно еквiвалентне вiдносно
оператора (??), якщо воно має один з виглядiв, наведених у другому
стовпчику таблицi 7, причому координати вiдповiдного оператора Q
наведенi в третьому стовпчику даної таблицi.

Доведення. З умови Q-умовної еквiвалентностi рiвняння (??):

Q̃(u11 + u2
1 − Fe−4u) |M= 0, Q̃Fµ |M= 0,

Q̃Fu |M= 0, Q̃Fu1
|M= 0, Q̃F = 0

де M – многовид :

u11 + u2
1 = Fe−4u,

Fµ = 0, Fu = 0, Fu1
= 0,

(2.37)

0BFu0
= C, (2.38)

Q̃ – продовження оператора Q, одержимо систему рiвнянь для ви-
значення функцiй A0, A1, B, C, F :

A0
1 = A0

u = 0, (2.39)
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C = (Bu + 4B − 2A1
1 − 3A1

uu1)F+

+[B11 + (2B1u − A1
11 + 2B1)u1+

+(Buu +Bu − 2A1
1u)u

2
1 + (A1

u − A1
uu)u

3
1]e

4u,

(2.40)

BCµ = CBµ, BCu = CBu, BCu1
= CBu1

. (2.41)

Якщо (??) пiдставити в (??) та розчепити одержану рiвнiсть за
рiзними степенями u1, то одержимо систему рiвнянь, яка спiвпаде
з системою (??), тому їх розв’язки приводять до результатiв, наве-
дених в таблицi 7. Уточнивши вигляд функцiй C iз системи (??),
одержимо результати поданi у виглядi таблицi 7.

Теорему доведено.

Tаблиця 7. Q-умовна еквiвалентнiсть рiвняння (??).

№ Рiвняння Координати оператора Q

1 u11 + u2
1 = ϕ(u0)e−4u, A0 = c1, A

1 = c2x
2
1 + 2c3x1 + c4,

B = c2x1 + c3, C = 0

2 u11 + u2
1 = λ1e

mu0−4u, A0 = c1, A
1 = c3x

2
1 + 2c4x1 + c2,

m 6= 0 B = c3x1 + c5
me

4
mx0 + c4,

C = 4λ1c5
m e

4
mx0+mx0

3 u11+u2
1=λ2e

−4u(u0+θ)m A0 = − c4me
4 θ
mx0 + c1,

m 6= 0,±3 A1 = c3x
2
1 + 2c4x1 + c2,

B = c3x1 + c5θ
m e

4θ
m x0 + c4,

C = 4λ2θc5
m e

4θ
m x0(u0 + θ)m

4 u11 + u2
1 = λ3e

−4uum0 A0 = 4
mc5x0 + c1,

m 6= 0,±3 A1 = c3x
2
1 + (c5 + c4)x1 + c2,

B = c3x1 + c4,

C = 2λ3(c4 − c5)um0

5 u11+u2
1=λ4e

−4u(u0+θ)−3 A0 = c4e
− 4

3 θx0 + c7,

A1 = c3x
2
1 + 2c5x1 + c6,

B = (c1x1 + c2)e−θx0−u+

+c3x1 − θc4e−
4
3 θx0 + c5,

C=3λ4e
−θx0 [(c1x1+c2)e−u−

− 4
3θc4e

− θ3x0 ](u0 + θ)−3
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6 u11 + u2
1 = λ5e

−4uu−3
0 A0 = c5x0 + c6,

A1 = c3x
2
1 + 2(c4 − 3

4c5)x1 + c7,

B = (c1x1 + c2)e−u + c3x1 + c4,

C = 3λ5[(c1x1 + c2)e−u + c5]u−3
0

7 u11+u2
1=λ6e

−4u(u0+θ)3 A0 = c4e
4
3 θx0 + c1,

A1 = (c5x1 + c6)eθx0+u+

+c3x
2
1 + 2c7x1 + c2,

B=c5e
θx0+u+c3x1−θc4e

4
3 θx0+c7,

C=3λ6e
θx0 [(c5−u1(c5x1+c6))eu−

− 4
3θc4e

θ
3x0 ](u0+θ)3

8 u11 + u2
1 = λ7e

−4uu3
0 A0 = c7x0 + c1,

A1 = (c5x1 + c6)eu + c3x
2
1+

+2( 3
4c7 + c4)x1 + c2,

B = c5e
u + c3x1 + c4,

C=3λ7[(c5−u1(c5x1+c6))eu−c7]u3
0

Спростимо вигляд деяких рiвнянь наведених у таблицi 7 за допомо-
гою додаткових перетворень еквiвалентностi. Проаналiзувавши ре-
зультати таблицi 7, приходимо до висновку, що за допомогою замiни

t = −m
4θe
− 4θ
mx0, x = x1, w = u+ θx0 (2.42)

третє, п’яте i сьоме рiвняння зводяться до четвертого, шостого та
восьмого рiвнянь вiдповiдно. Врахувавши замiну (??), локально не-
еквiвалентнi рiвняння (??) та їх МАI подамо у виглядi таблицi 8.



100 Роздiл 2. Q — умовна еквiвалентнiсть рiвнянь математичної фiзики

Tаблиця 8. Класифiкацiя симетрiйних властивостей локально нееквiвалентних рiвнянь (??).

№ Вигляд рiвняння МАI Умови

1 w0 = wf(w11w
3) ∂0, ∂1, D = 2x1∂1 + w∂w,

K = x2
1∂1 + x1w∂w

2 w0 = w(w11w
3)m ∂0, ∂1, D,K, m 6= ± 1

3

D0 = 4mx0∂0 − w∂w

3 w0 = w(w11w
3)−

1
3 ∂0, ∂1, D,K,D0, x0∂w, ∂w m = − 1

3

4 w0 = w(w11w
3)

1
3 ∂0, ∂1, D,K,D0, w∂1, m = 1

3

K1 = x1w∂1 + w2∂w

5 w0 = w ln(w11w
3) ∂0, ∂1, D,K, Y = e4x0w∂w

Пiдкреслимо, що для наведених рiвнянь (??), (??) нееквiвален-
тнi зображення нелiнiйностей отриманi стандартним методом Лi та
за допомогою Q-умовної еквiвалентностi спiвпадають.



РОЗДIЛ 3

IНВАРIАНТНIСТЬ НЕЛIНIЙНОЇ СИСТЕМИ
РIВНЯНЬ РЕАКЦIЇ-КОНВЕКЦIЇ-ДИФУЗIЇ

ВIДНОСНО АЛГЕБР ГАЛIЛЕЯ

При описi рiзних явищ природи часто приходять до математи-
чних моделей у виглядi систем диференцiальних рiвнянь. Бiльшiсть
таких систем, як правило, мiстять одну чи кiлька довiльних функ-
цiй i тому вони утворюють певнi класи систем диференцiальних рiв-
нянь. Актуальною є задача вiдбору з деякого класу систем тих, якi
найбiльш точно описують процеси, що дослiджуються. Якщо пев-
ний фiзичний процес задовольняє принципу вiдносностi Галiлея чи
Пуанкаре–Енштейна, то i рiвняння, якi його описують, повиннi та-
кож бути iнварiантнi вiдносно алгебри Галiлея чи алгебри Пуанкаре.
Тому вимога iнварiантностi диференцiальних рiвнянь вiдносно тiєї чи
iншої групи перетворень, наявнiсть широкої симетрiї рiвняння може
служити критерiєм вiдбору його в якостi математичної моделi опису
конкретного фiзичного процесу. У зв’язку з цим актуальною є за-
дача: по заданiй групi перетворень побудувати математичну модель
(систему рiвнянь), що володiє зазначеною симетрiєю.

Розглянемо систему нелiнiйних рiвнянь реакцiї-конвекцiї-
дифузiї

U0 = ∂1[F (U)U1] +G(U)U1 +H(U), (3.1)

де U =

(
u1

u2

)
, F (U) =

(
f 11(U) f 12(U)

f 21(U) f 22(U)

)
,

G(U) =

(
g11(U) g12(U)

g21(U) g22(U)

)
, H (U) =

(
h1(U)

h2(U)

)
,
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ua = ua(x0, x1) — довiльнi гладкi функцiї, U0 = ∂U
∂x0

, U1 = ∂U
∂x1

,
∂1 = ∂

∂x1
, x0 — часова, x1 — просторова змiннi, яка є узагальненням

скалярного рiвняння реакцiї-конвекцiї-дифузiї, розглянутого нами в
першому роздiлi.

В класi систем (??) мiстяться системи, якi широко застосо-
вуються в теорiї процесiв тепломасопереносу, дифузiї, описують ево-
люцiю температури та густини у термоядернiй плазмi, iншi фiзичнi та
бiохiмiчнi процеси. Але симетрiйнi властивостi цiєї системи залиша-
ються не дослiдженими в повнiй мiрi. Повну групову класифiкацiю
нелiнiйних систем класу (??) досi не проведено.

Дослiдженню симетрiйних властивостей такого класу систем
придiляло увагу багато авторiв. При рiзних виглядах сталої матрицi
дифузiї F = Λ та G = 0 одержали вагомi результати В.I. Фущич та
Р.М. Чернiга [?], [?], А.Г. Нiкiтiн та Р. Вилтшир [?]-[?], Р.М. Чернiга
та Дж. Кiнг [?]-[?]. При F = E,H = 0 симетрiйнi властивостi систе-
ми (??) вивчались в роботах [?] та [?], а при довiльних матрицях F
i H та G = 0 галiлеївська iнварiантнiсть системи (??) дослiджена в
роботi [?].

Добре вiдомо, що лiнiйна система рiвнянь дифузiї

U0 = ΛU11, (3.2)

де Λ — стала матриця, iнварiантна вiдносно алгебри Галiлея з базо-
вими генераторами

AG(1, 1) =< ∂0 =
∂

∂x0
, ∂1 =

∂

∂x1
, G = x0∂1 + x1Q1, Q1, >, (3.3)

та її розширень операторам масштабних

D = 2x0∂0 + x1∂1 +Q3 (3.4)

та проективних перетворень

Π = x2
0∂0 + x0x1∂1 +

x2

2
Q1 + x0Q3, (3.5)

де Qc = ηcb(u)∂ub, ηab(u) — деякi заданi функцiї, якi залежать вiд
вигляду матрицi Λ.
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Комутацiйнi спiввiдношення мiж операторами (??)–(??) мають
вигляд

[∂0, ∂1] = 0, [∂0, G] = ∂1, [∂0, Q1] = 0,

[∂1, G] = Q1, [∂1, Q1] = 0, [G,Q1] = 0.
(3.6)

[∂0, D] = 2∂0, [∂1, D] = ∂1, [G,D] = −G, [Q1, D] = 0. (3.7)

[∂0,Π] = D, [∂1,Π] = G, [G,Π] = 0, [Q1,Π] = 0, [D,Π] = 2Π. (3.8)

Алгебра AG2(1, 1) операторiв (??)–(??) є одномiрною проекцiєю ба-
гатовимiрної алгебри AG2(1, n):

∂0 = ∂
∂x0
, ∂a = ∂

∂xa
, Jab = xa∂b − xb∂a,

Ga = x0∂a + xaQ1, Q1,
(3.9)

D = 2x0∂0 + xa∂a +Q3 (3.10)

Π = x2
0∂0 + x0x1∂1 +

−→x 2

2
Q1 + x0Q3. (3.11)

В свiй час В.I. Фущич запропонував алгебру операторiв (??) на-
звати алгеброю Галiлея i позначати AG(1,n), алгебру (??), (??) —
розширеною алгеброю Галiлея AG1(1, n), алгебру (??), (??), (??) —
узагальненою алгеброю Галiлея AG2(1, n). Це пов’язано з тим, що
оператори Ga породжують перетворення Галiлея часової та просто-
рових змiнних

x
′

0 = x0, x
′

a = xa + vax0, (3.12)

де va — const.
З алгебраїчної точки зору алгебру визначають не перетворен-

ня, якi вона породжує, а комутацiйнi спiввiдношення мiж базовими
генераторами даної алгебри.

Комутацiйнi спiввiдношення мiж операторами алгебри (??) ма-
ють вигляд (??).

Таким чином, алгеброю Галiлея AG(1, 1) будемо називати одну
з реалiзацiй чотиривимiрної лiнiйної алгебри диференцiальних опе-
раторiв 1-го порядку

A = 〈X1, X2, X3, X4〉, (3.13)
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для якої виконуються наступнi комутацiйнi спiввiдношення:

[X1, X2] = 0, [X1, X3] = X2, [X1, X4] = 0,

[X2, X3] = X4, [X3, X4] = 0, [X2, X4] = 0.
(3.14)

Поставимо задачу: дослiдити , при яких нелiнiйностях fab, gab, ha

система (??) iнварiантна вiдносно алгебри Галiлея та її розширень.
При цьому алгеброю Галiлея AG(1, 1) будемо називати одну з реалi-
зацiй чотиривимiрної лiнiйної алгебри диференцiальних операторiв,
для якої виконуються комутацiйнi спiввiдношення (??) (див., напри-
клад, [?]).

3.1. Основна група перетворень еквiвалентностi

Як ми вже зазначили у першому роздiлi, важливе значення при
дослiдженнi симетрiйних властивостей вiдiграють перетворення еквi-
валентностi. Вони дозволяють подiлити клас систем на нееквiвалент-
нi пiдкласи. Видiливши в кожному пiдкласi канонiчний представник,
достатньо дослiдити тiльки його симетрiйнi властивостi, а потiм по-
ширити одержанi результати на всi системи даного пiдкласу.

Дослiдимо групу неперервних перетворень еквiвалентностi сис-
теми рiвнянь (??), застосувавши метод, запропонований в роботах
[?], [?].

Лема 4.1. Максимальною групою неперервних перетворень
еквiвалентностi системи (??) є група наступних перетворень

x
′

0 = a0x0 + b0, x
′

1 = a1x1 + cx0 + b1, u
′a

= kabu
b +ma, (3.15)

де aµ, bµ, c, kab,ma — довiльнi сталi, µε{0, 1}, a, bε{1, 2}.
Доведення. З умови еквiвалентностi системи (??) вiдносно

оператора

E = ξµ(x0, x1, U)∂µ + ηa(x0, x1, U)∂ua+

+ζab(x0, x1, U, F,G,H)∂fab+

+σab(x0, x1, U, F,G,H)∂gab + χa(x0, x1, U, F,G,H)∂ha

(3.16)
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( див. [?]) одержимо систему рiвнянь для визначення функцiй
ξµ, ηa, ζab, σab, χa:

ξ0
1 = ξµua = ηaµ = ηaubuc = ζabµ = σabµ = χaµ = 0, (3.17)

ζab = (2ξ1
1 − ξ0

0)fab + ηaucf
cb − ηcubf

ac,

σab = (ξ1
1 − ξ0

0)gab + ηaucg
cb − ηcubg

ac + δabξ
1
0 ,

χa = −ξ0
0h

a + ηaubh
b.

(3.18)

Продиференцiювавши рiвняння (??) по змiннiй ua , та врахував-
ши (??), знаходимо

ζabua = σabua = χbua = 0. (3.19)

Використавши диференцiальнi наслiдки рiвнянь (??) за змiнними x1

i x0, одержимо

ξ0
00 = ξ1

00 = ξ1
11 = ξ1

01 = 0. (3.20)

З систем (??)–(??) випливає, що функцiї ξµ, ηa, ζab, σab, χa мають ви-
гляд

ξ0 = æ0x0 + d0, ξ1 = æ1x1 + px0 + d1, (3.21)

ηa = αabu
b + βa, (3.22)

ζab = (2æ1 − æ0)f
ab + αacf

cb − αcbfac,
σab = (æ1 − æ0)g

ab + αacg
cb − αcbgac + δabp,

χa = −æ0h
a + αabh

b,

(3.23)

де æµ, dµ, p, αab, βa — груповi параметри, µ = 0; 1, a, b, c = 1; 2, а вiд-
повiднi скiнченi перетворення еквiвалентностi — (??).

Лема доведена.

Зауважимо, що всi подальшi мiркування проведено з точнiстю
до перетворень еквiвалентностi (??).
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3.2. Основна алгебра iнварiантностi. Система визначаль-
них рiвнянь

Означення 4.1. Основною алгеброю iнварiантностi системи
(??) назвемо алгебру, вiдносно якої дана система iнварiантна при
довiльних нелiнiйностях F,G,H.

Теорема 4.1. Основною алгеброю iнварiантностi системи (??)
є алгебра

Abas =< ∂0, ∂1 > . (3.24)

Доведення. Доведення теореми проводимо на основi алгоритму Лi
(див., наприклад, [?] ).

Iнфiнiтезимальний оператор алгебри iнварiантностi системи (??)
будемо шукати у виглядi

X = ξµ(x0, x1, U)∂µ + ηa(x0, x1, U)∂ua. (3.25)

З умови iнварiантностi системи (??) вiдносно оператора (??)
одержуємо систему визначальних рiвнянь для знаходження коорди-
нат iнфiнiтезимального оператора (??) та функцiй fab, gab, ha:

ηcfabuc + (ξ0
0 − 2ξ1

1)fab + ηcubf
ac − ηaucf cb = 0,

ηcgabuc + (ξ0
0 − ξ1

1)gab + ηcubg
ac − ηaucgcb+

+ηc1(f
ab
uc + facub ) + 2ηc1ubf

ac − ξ1
11f

ab + δabξ
1
0 = 0,

ηchauc + ξ0
0h

a − ηauchc + ηb11f
ab + ηb1g

ab − ηa0 = 0,

(3.26)

ξ0
ua = ξ1

ua = ξ0
1 = 0, (3.27)

fdbηaucud + fdcηaubud = 0. (3.28)

Iз системи (??) та (??) випливає, що для довiльних значень функцiй
fab, gab, ha координати оператора (??) мають вигляд

ξ0 = d0, ξ1 = d1, η = 0, (3.29)

де d0, d1 — довiльнi сталi.
Оператор (??) з координатами (??) породжує алгебру (??).
Теорема доведена.
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3.3. Зображення алгебри Галiлея

Встановимо зображення алгебри Галiлея (??), вiдносно якої мо-
же бути iнварiантна система (??).

Система (??) є лiнiйною однорiдною алгебраїчною системою рiв-
нянь вiдносно ηaubuc. Головний визначник даної системи має вигляд

∆ = (f 11 + f 22)(f 11f 22 − f 12f 21). (3.30)

Оскiльки матриця F складається з коефiцiєнтiв дифузiї, то ви-
значник (??) вiдмiнний вiд нуля. Це означає, що система (??) має
лише тривiальний розв’язок

ηaubuc = 0. (3.31)

Таким чином, враховуючи рiвняння (??), (??), приходимо до ви-
сновку, що найбiльш загальний вигляд операторiв iнварiантностi сис-
теми (??) наступний

Xi = Ai(x0)∂0 +Bi(x0, x1)∂1 + [αiab(x0, x1)u
b + βia(x0, x1)]∂ua (3.32)

де Ai, Bi, αiab, βia — довiльнi гладкi функцiї вiдповiдних аргументiв.
Так як система (??) iнварiантна вiдносно алгебри A0, то в якостi

двох операторiв алгебри AG(1, 1) вiзьмемо оператори ∂0, ∂1.
Оскiльки [∂0, ∂1] = 0, то з умов (??) випливають наступнi мо-

жливостi:
а) (∂0, ∂1) = (X1, X2), б) (∂0, ∂1) = (X1, X4),
в) (∂0, ∂1) = (X3, X4), г) (∂0, ∂1) = (X2, X4).
Розглянемо кожен випадок окремо.
а) (∂0, ∂1) = (X1, X2). В ролi операторiв X3, X4 вiзьмемо довiльнi

оператори вигляду (??)

X3 = A3(x0)∂0 +B3(x0, x1)∂1 + [α3ab(x0, x1)u
b + β3a(x0, x1)]∂ua,

X4 = A4(x0)∂0 +B4(x0, x1)∂1 + [α4ab(x0, x1)u
b + β4a(x0, x1)]∂ua,

(3.33)
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де A3, A4, B3, B4, α3ab, α4ab, β3aβ4a — довiльнi гладкi функцiї вiдповiд-
них аргументiв, якi пiдлягають визначенню за формулами (??).

З комутацiйних умов [X1, X4] = 0 та [X2, X4] = 0 одержуємо, що

A4 = c1, B
4 = c2, α

4ab = α1
ab, β

4a = β1
a, (3.34)

де c1, c2, α
1
ab, β

1
a — довiльнi сталi. Так як лiнiйна комбiнацiя операто-

рiв алгебри є також оператором з даної алгебри, то, не втрачаючи
довiльностi, можна вважати, що c1 = c2 = 0.

Отже,

X4 = Q1 = (α1
abu

b + β1
a)∂ua. (3.35)

З комутацiйних спiввiдношень [X1, X3] = X2 i [X2, X3] = X4 маємо

A3 = c3, B
3 = x0 + c4,

α3ab = α1
abx1 + α1

ab, β
3a = β1

ax1 + β1
a,

(3.36)

де c3, c4, α
2
ab, β

2
a — довiльнi сталi. Аналогiчно, як i у випадку оператора

X4, не втрачаючи загальностi, можна вважати c3 = c4 = 0. Отже,

X3 = x0∂1 + x1Q1 +Q2, (3.37)

де

Q2 = (α2
abu

b + β2
a)∂ua. (3.38)

Iз умови [X3, X4] = 0 маємо

[Q1, Q2] = 0. (3.39)

В результатi одержуємо, що алгебра AG(1, 1) має реалiзацiю

AG(1, 1) =< ∂0, ∂1, G = x∂0∂1 + x1Q1 +Q2, Q1 >, (3.40)

де оператори Q1 i Q2 задаються формулами (??), (??) та зодоволь-
няють умову (??).

Розглянемо випадок б) (∂0, ∂1) = (X1, X4).
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Аналогiчно, як i у випадку а), в якостi X2, X3 вiзьмемо наступнi
оператори

X2 = A2(x0)∂0 +B2(x0, x1)∂1 + [α2ab(x0, x1)u
b + β2a(x0, x1)]∂ua,

X3 = C3(x0)∂0 +D3(x0, x1)∂1 + [γ3ab(x0, x1)u
b + σ3a(x0, x1)]∂ua,

(3.41)

де A2, B2, C3, D3, α2ab, β2a, γ3ab, σ3a-довiльнi функцiї вiдповiдних ар-
гументiв, якi пiдлягають уточненню за формулами (??). З умов [X1, X2] =

0 та [X2, X4] = 0 аналогiчно, як i у випадку а), одержуємо

A2 = B2 = 0, α2ab = α1
ab, β

2a = β1
a, (3.42)

де α1
ab, β

1
a — довiльнi сталi. Отже,

X2 = Q1 = (α1
abu

b + β1
a)∂ua. (3.43)

З комутацiйних спiввiдношень [X1, X3] = X2, [X4, X3] = 0 знаходимо

C3 = D3 = 0, γ3ab = x0α
1
ab + γ2

ab, β
3a = x0β

1
a + β2

a, (3.44)

де γ2
ab, β

2
a - довiльнi сталi. Отже,

X3 = x0Q1 +Q2, (3.45)

де

Q2 = (γ2
abu

b + β2
a)∂ua. (3.46)

З комутацiйних спiввiдношень [X2, X3] = X4 одержуємо

[Q1, Q2] = ∂1,

що є неможливим.
Аналогiчно показується, що випадки в) i г) також неможливi.
Зауважимо, що в роботi [?] з точнiстю до всеможливих локаль-

них перетворень встановленi нееквiвалентнi реалiзацiї алгебр розмiр-
ностi до 4-х включно. Серед алгебр, наведених в цiй роботi, є алгебра
(??), але при умовi, що Q1 = ∂u1, Q2 = ∂u2. Так як система (??) не
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допускає всеможливi перетворення еквiвалентностi, а тiльки перетво-
рення вигляду (??), то клас операторiв Q1, Q2 є значно ширшим.

У роботi [?] встановлено, що iснує 6 рiзних зображень оператора
Q1 вигляду (??), нееквiвалентних вiдносно перетворень (??).

А в роботi [?] показано, що з врахуванням (??) i з точнiстю до пе-
ретворень еквiвалентностi (??) можливi наступнi нееквiвалентнi на-
бори операторiв Q1, Q2:

Q1 = ∂u1, Q2 = k2∂u2 +m2u
2∂u1, (3.47)

Q1 = k1∂u1 +m1u
2∂u2, Q2 = k2∂u1 +m2u

2∂u2, (3.48)

Q1 = k1∂u1 + u1∂u2, Q2 = k2∂u2 +m2(k1∂u1 + u1∂u2), (3.49)

Q1 = k1u
1∂u1 +m1u

2∂u2, Q2 = k2u
1∂u1 +m2u

2∂u2, (3.50)

Q1 = k1I +m1u
2∂u1, Q2 = k2I +m2u

2∂u1, (3.51)

Q1 = k1I − k2J,Q2 = m1I −m2J, (3.52)

де I = u1∂u1 + u2∂u2, J = −u2∂u1 + u1∂u2, k1, k2,m1,m2 — довiльнi
сталi, такi, щоб не було перетину мiж випадками (??)–(??).

Таким чином, єдино можливою реалiзацiєю алгебри AG(1, 1) для
системи (??) є алгебра (??), де опреаториQ1, Q2 мають вигляд одного
з шести випадкiв, наведених вище.

3.4. Iнварiантнiсть системи (??) вiдносно алгебри Галi-
лея

Знайдемо вигляд нелiнiйностей F,G,H, при яких система (??)
iнварiантна вiдносно алгебри Галiлея (??) для кожного з шести вка-
заних випадкiв зображення Q1, Q2.

Теорема 4.2. Система рiвнянь (??) iнварiантна вiдносно ал-
гебри Галiлея (??) при умовi (??) тодi i тiльки тодi, коли матрицi
F,G,H з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (??) мають
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наступний вигляд

F (U) =

(
λ21æu

2 + λ11 −λ21(æu
2)2 − (λ11 − λ22)æu

2 + λ12

λ21 −λ21æu
2 + λ22

)
,

G(U) =


(æm21 − 1)u2 +m11 −m21(æu

2)2 − (m11−m22)æu
2+m12

m21 −(æm21 + 1)u2 +m22

,

H(U) =

(
(−æm21 + 1

2)(u2)2 + (æn2 −m11)u
2 + n1

−m21u
2 + n2

)
,

(3.53)

причому Q1 = ∂u1, Q2 = æu2∂u1 + ∂u2, λab,mab, na — довiльнi сталi,
æε{0, 1}.

Доведення. Для даного зображення оператора Галiлея маємо

ξ0 = 0, ξ1 = x0, η
a = (x1 +m2u

2)δa1 + k2δa2. (3.54)

Пiдставивши (??) у (??) та розщепивши за степенями x1, одержимо

fabu1 = gabu1 = hau1 = 0, (3.55)

k2f
ab
u2 = m2(f

2bδa1 − fa1δb2), (3.56)

k2g
ab
u2 = m2(g

2bδa1 − ga1δb2)− fa1
ub − δab, (3.57)

k2h
a
u2 = m2h

2δa1 − ga1. (3.58)

Так як при k2 = 0 система (??)–(??) несумiсна, то будемо вважати,
що k2 6= 0.

Якщо m2 6= 0, то застосувавши перетворення

x0 → k2m2x0, x1 → m2x1, u1 → m2

k2
u1, u2 → u2,

одержуємо
G = x0∂1 + x1∂u1 + u2∂u1 + ∂u2.

Якщо m2 = 0, то застосувавши перетворення

x0 → k2
2x0, x1 → k2x1, u1 → u1, u2 → u2,

одержуємо
G = x0∂1 + x1∂u1 + ∂u2.
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Таким чином, не втрачаючи загальнiстi, можна вважати, що

G = x0∂1 + x1∂u1 + æu2∂u1 + ∂u2.

Загальним розв’язком системи (??)- (??) будуть функцiї

f 11 = λ21æu
2 + λ11, f 12 = −λ21(æu

2)2 − (λ11 − λ22)æu
2 + λ12,

f 21 = λ21, f 22 = −λ21æu
2 + λ22.

(3.59)

Замiною gab = ψab − u2δab система (??) зводиться до вигляду (??).
Тому можна зробити висновок, що

ψ11 = m21æu
2 +m11, ψ12 = −m21(æu

2)2 − (m11 −m22)æu
2 +m12

ψ21 = m21, ψ22 = −m21æu
2 +m22.

(3.60)

Виконавши обернену замiну, одержимо

g11 = (æm21 − 1)u2 +m11,

g12 = −m21(æu
2)2 − (m11 −m22)æu

2 +m12,

g21 = m21, g22 = −(æm21 + 1)u2 +m22.

(3.61)

Пiдставивши (??) у систему рiвнянь (??), маємо

h1 = (−æm21 + 1
2)(u2)2 + (æn2 −m11)u

2 + n1,

h2 = −m21u
2 + n2.

(3.62)

Теорема доведена.
Теорема 4.3 Система рiвнянь (??) iнварiантна вiдносно ал-

гебри Галiлея (??)при умовi (??) тодi i тiльки тодi, коли матрицi
F,G,H з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (??) мають
наступний вигляд

F (U) =

(
ϕ(u1) −u1

u2

0 −1
2

)
,

G(U) =

(
ψ1(u1) 0

u2ψ2(u1) 0

)
,

H(U) =

(
χ1(u1)

u2χ2(u1)

)
,

(3.63)
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причому Q1 = u2∂u2, Q2 = 0, ϕ, ψa, χa — довiльнi гладкi функцiї вiд-
повiдних аргументiв;

F (U) =

(
λ11

λ12

u2

λ21u
2 λ22

)
,

G(U) =

(
−ω +m11

m12

u2

(−λ21ω +m21)u
2 −(λ21æ + 2λ22 + 1)ω +m22

)
,

H(U) =

(
æ
2ω

2 − (æm11 +m12)ω + n1

u2[1
2(2æλ21 + 2λ22 + 1)ω2 − (æm21 +m22)ω + n2]

)
,

(3.64)

причому Q1 = æ∂u1 + u2∂u2, Q2 = ∂u1, ω = u1 − æ lnu2, æε{0; 1},
λab,mab, na — довiльнi сталi;

F (U) =

(
λ11

λ12

u2

λ21u
2 λ22

)
,

G(U) =

(
− lnu2 +m11

m12

u2

m21u
2 −(λ21 + 1) lnu2 +m22

)
,

H(U) =

(
1
2 ln2 u2 −m11 lnu2 + n1

u2[−m21 lnu2 + n2]

)
,

(3.65)

причому Q1 = ∂u1, Q2 = u2∂u2.
Доведення. Координати оператора Галiлея при умовi (??) ма-

ють вигляд

ξ0 = 0, ξ1 = x0, ηa = (k1x1 + k2)δa1 + (m1x1 +m2)u
2δa2. (3.66)

Пiдставимо (??) у перше рiвняння (??) та розщепимо одержане рiв-
няння за степенями x1:

Qc(f
ab) = Labc(f),

Qc(g
ab) = Labc(g)−

−δc2[k1(f
ab
u1 + fa1

ub ) +m1u
2(fabu2 + fa2

ub ) + 2m1δb2f
a2 + δab],

Qc(h
a) = mcδa2h

2 − δc2(k1g
a1 +m1u

2ga2),

(3.67)

де Labc(f) = mc(δa2f
2b − δb2fλa2).
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При розв’язуваннi системи (??) виникають два суттєво рiзнi ви-
падки:

1) m1 6= 0, k2 = m2 = 0.
Система(??) набуде вигляду

k1f
ab
u1 +m1u

2fabu2 +m1(δb2f
a2 − δa2f

2b) = 0, (3.68)

k1g
ab
u1 +m1u

2gabu2 +m1(δb2g
a2 − δa2g

2b) = 0, (3.69)

k1(f
ab
u1 + fa1

ub ) +m1u
2(fabu2 + fa2

ub ) + 2m1δb2f
a2 + δab = 0, (3.70)

k1h
a
u1 +m1u

2hau2 −m1δa2h
2 = 0, (3.71)

k1g
a1 +m1u

2ga2 = 0. (3.72)

З системи (??) одержуємо

f 11 = ϕ11(ω), f 12 = 1
u2ϕ

12(ω), f 21 = u2ϕ21(ω), f 22 = ϕ22(ω).

(3.73)

де ω = u1 − k1

m1
lnu2.

При k1 6= 0 враховуючи (??), одержимо, що система (??), (??)
несумiсна.

При k1 = 0 , застосувавши перетворення еквiвалентностi

x0 → m1x0, x1 → x1, u1 → u1, u2 → u2,

одержимо
G = x0∂1 + x1u

2∂u2.

Тому, не втрачаючи загальностi, можна вважати m1 = 1.
Тодi система (??), (??) матиме наступний загальний розв’язок

f 11 = ϕ11(u1), f 12 = −u1

u2 , f 21 = 0, f 22 = −1
2 ,

g11 = ψ1(u1), g12 = ψ12(u1)
u2 , g21 = u2ψ21(u1), g22 = ψ22(u1).

(3.74)

Пiдставивши (??) у систему (??), (??) та розв’язавши її, одержимо

g11 = ψ1(u1), g12 = 0, g21 = u2ψ2(u1), g22 = 0,

h1 = χ1(u1), h2 = u2χ2(u1).
(3.75)
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Рiвностi (??), (??) визначають нелiнiйностi (??).
Перший пункт теореми доведено.
2) m1 6= 0, k2 6= 0,m2 = 0.
При k1 6= 0 використавши перетворення еквiвалентностi

x0 →
m1k

2
2

k2
1

x0, x1 →
k2

k1
x1, u1 → k1

m1
u1, u2 → u2,

а при k1 = 0

x0 →
x0

m1
, x1 →

x1

m1
, u1 → k2u

1, u2 → u2,

одержимо

G = x0∂1 + x1(æ∂u1 + u2∂u2) + ∂u1.

Отже, не втрачаючи загальностi, можна вважати k1 = æ, k2 = m1 =

= 1.
Тодi система (??) набуде вигляду

æfabu1 + u2fabu2 + δb2f
a2 − δa2f

2b = 0, (3.76)

fabu1 = 0, (3.77)

ægabu1 + u2gabu2 + δb2g
a2 − δa2g

2b = 0, (3.78)

gabu1 + æ(fabu1 + fa1
ub ) + u2(fabu2 + fa2

ub ) + 2δb2f
a2 + δab = 0, (3.79)

hau1 + u2hau2 − δa2h
2 = 0, (3.80)

hau1 + æga1 + u2ga2 = 0. (3.81)

Система(??)–(??) має наступний загальний розв’язок

f 11 = λ11, f 12 = λ12

u2 , f 21 = u2λ21, f 22 = λ22. (3.82)

Розв’язавши рiвняння (??)–(??) з врахуванням (??) , одержимо
загальний розв’язок

g11 = −ω +m11, g12 = m12

u2 ,

g21 = (−æλ21ω +m21)u
2, g22 = −(æλ21 + 2λ22 + 1)ω +m22,

(3.83)
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де ω = u1−ælnu2, mab – довiльнi сталi. Загальний розв’язок системи
рiвнянь (??)–(??) з врахуванням (??) має вигляд

h1 = æ
2ω

2 − (m11 +m12)ω + n1,

h2 = u2[1
2(2æλ21 + 2m1λ22 + 1)ω2 − (æm21 +m22)ω + n2].

(3.84)

Рiвностi (??), (??), (??) визначають нелiнiйностi (??).
Отже, другий пункт теореми доведено.
3) m1 = 0, k2 = 0,m2 6= 0, k1 6= 0.

Аналогiчно до попереднiх випадкiв перетворення еквiвалентно-
стi

x0 →
m2

2

k1
x0, x1 →

m2

k1
x1, u1 → u1, u2 → u2

зводить оператор Галiлея до наступного вигляду

G = x0∂1 + x1∂u1 + u2∂u2.

Тому можна вважати, що k1 = m2 = 1.
Система (??) набуде вигляду

fabu1 = 0, (3.85)

u2fabu2 + δb2f
a2 − δa2f

2b = 0, (3.86)

gabu1 = 0, (3.87)

u2gabu2 + δb2g
a2 − δa2g

2b + fa1
ub + δab = 0, (3.88)

hau1 = 0, (3.89)

u2hau2 − δa2h
2 + ga1 = 0. (3.90)

Загальним розв’язком системи (??)–(??) будуть функцiї

f 11 = λ11, f 12 = λ12

u2 , f 21 = u2λ21, f 22 = λ22. (3.91)

Розв’язавши рiвняння (??)–(??) з врахуванням (??), одержимо

g11 = −lnu2 +m11, g12 = m12

u2 ,

g21 = m21u
2, g22 = −(λ21 + 1) lnu2 +m22.

(3.92)
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Роз’язавши (??)–(??), знаходимо

h1 = 1
2 ln2 u2 −m11 lnu2 + n1,

h2 = u2[−m21 lnu2 + n2].
(3.93)

Рiвностi (??), (??), (??) визначають нелiнiйностi (??), що i доводить
третiй пункт даної теореми.

Теорема доведена.
Теорема 4.4. Система рiвнянь (??) iнварiантна вiдносно ал-

гебри Галiлея (??) при умовi (??) тодi i тiльки тодi, коли матрицi
F,G,H з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (??) мають
наступний вигляд

F (U) =

(
λ11 − λ12u

1 λ12

λ21 + (λ11 − λ22)u
1 − λ12(u

1)
2
λ22 + λ12u

1

)
,

G(U) =

(
m11 −m12u

1 − ω m12

m21+(m11−m22)u1 −m12(u
1)

2−(2λ11−λ12u
1)ω m22+m12u

1−(λ12+1)ω

)
H(U) =

(
ω2

2 −m11ω + n1

(u
1

2 + λ11)ω
2 − (m11u

1 +m21)ω + n1u
1 + n2

)
,

(3.94)

причому Q1 = ∂u1 + u1∂u2, Q2 = ∂u2, ω = u2 − (u1)2

2 , λab,mab, na —
довiльнi сталi, .

Доведення. Оскiльки лiнiйна комбiнацiя операторiв алгебри є
також оператором алгебри, то, не втрачаючи загальностi, можна вва-
жати m2 = 0. З умови (??) маємо

ξ0 = 0, ξ1 = x0, ηa = k1x1δa1 + (x1u
1 + k2)δa2. (3.95)

Пiдставивши (??) у (??) та розщепивши за степенями x1, одержимо

Qc(f
ab) = δc1Lab(f),

Qc(g
ab) = δc1Lab(g)−

−δc2[k1(f
ab
u1 + fa1

ub ) + u1(fabu2 + fa2
ub ) + 2δb1f

a2 + δab],

Qc(h
a) = δc1δa2h

1 − δc2[k2h
a
u2 + k1g

a1 + u1ga2],

(3.96)

де Lab(f) = δa2f
1b − δb1fa2.

При розв’язуваннi системи (??) виникають наступнi суттєво рi-
знi випадки:
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1) k1 6= 0, k2 6= 0; 2) k1 6= 0, k2 = 0; 3) k1 = 0, k2 6= 0; 4) k1 =

0, k2 = 0.
1) При k1 6= 0, k2 6= 0, застосувавши перетворення еквiвалентно-

стi
x0 → k1k

2
2x0, x1 → k2x1, u1 → u1, u2 → 1

k1
u2,

одержимо опертор Галiлея наступного вигляду

G = x0∂1 + x1(∂u1 + u1∂u2) + ∂u2. (3.97)

Отже, не втрачаючи загальностi, можна вважати k1 = k2 = 1.
Тодi система (??) набуде вигляду

fabu1 + u1fabu2 + δb1f
a2 − δa2f

1b = 0, (3.98)

fabu2 = 0, (3.99)

gabu1 + u1gabu2 + δb1g
a2 − δa2g

1b = 0, (3.100)

gabu2 + (fabu1 + fa1
ub ) + u1(fabu2 + fa2

ub ) + 2δb1f
a2 + δab = 0, (3.101)

hau1 + u1hau2 − δa2h
1 = 0, (3.102)

hau2 + ga1 + u1ga2 = 0. (3.103)

Загальний розв’язок системи рiвнянь (??)–(??) має вигляд

f 11 = λ11 − λ12u
1, f 12 = λ12,

f 21 = λ21 + (λ11 − λ22)u
1 − λ12(u

1)
2
, f 22 = λ22 + λ12u

1,
(3.104)

Розв’язавши систему (??), одержимо

g11 = ψ11 − ψ12u1, g12 = ψ12,

g21 = ψ21 + (ψ11 − ψ22)u1 − ψ12(u1)
2
, g22 = ψ22 + ψ12u1,

(3.105)

де ψab = ψab(ω)-довiльнi гладкi функцiї, ω = u2 − (u1)
2

2 . Пiдставивши
(??) та (??) у систему (??) та розв’язавши одержанi рiвняння, маємо

ψ11 = −ω +m11, ψ12 = m12,

ψ21 = −2λ11ω +m21, ψ22 = −(λ12 + 1)ω +m22.
(3.106)

Таким чином, функцiональна матриця G матиме вигляд (??).
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Розв’язавши систему (??), одержимо

h1 = χ1, h2 = u1χ1 + χ2, (3.107)

де χa = χa(ω)-довiльнi гладкi функцiї. Пiдставивши (??) та (??) у
систему (??) та розв’язавши її, маємо

h1 = ω2

2 −m11ω + n1,

h2 = (u
1

2 + λ11)ω
2 − (m11u

1 +m21)ω + n1u
1 + n2.

(3.108)

Враховуючи (??), (??), (??) та (??), нелiнiйностi F,G,H набудуть
вигляду (??).

Неважко переконатись, що система (??) у випадках 2)–4) є не-
сумiсною.

Теорема доведена.
Теорема 4.5. Система рiвнянь (??) iнварiантна вiдносно ал-

гебри Галiлея (??) при умовi (??) тодi i тiльки тодi, коли матрицi
F,G,H з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (??) мають
наступний вигляд

F (U) =

(
λ11 λ12

u1

u2

λ21
u2

u1 λ22

)
,

G(U) =

(
Alnω +m11 (Blnω +m12)

u1

u2

(Clnω +m21)
u2

u1 Dlnω +m22

)
,

H(U) =

(
(−A+m1B

2m2
ln2ω − m11+m1m12

m2
lnω + n1)u

1

(−C+m1D
2m2

ln2ω − m21+m1m22

m2
lnω + n2)u

2

)
,

(3.109)

причому Q1 = u1∂u1 + m1u
2∂u2, Q2 = m2u

2∂u2, ω = u2

(u1)m1
, m2 6= 0 ,

A = −m1λ12+2λ11+1
m2

, B = −λ12

m2
, C = −m1λ21

m2
, D = −λ21+2m1λ22+1

m2
;

F (U) =

(
λ11 λ12

u1

u2

λ21
u2

u1 λ22

)
,

G(U) =

(
−λ12+1

k2
lnu1 +m11 m12

u1

u2

(−λ21

k2
lnu1 +m21)

u2

u1 −2λ22+1
k2

lnu1 +m22

)
,

H(U) =

(
(−m12

k2
lnu1 + n1)u

1

(2λ22+1
2k2

2
ln2u1 − m22

k2
lnu1 + n2)u

2

)
,

(3.110)
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причому Q1 = u2∂u2, Q2 = k2u
1∂u1, k2 6= 0;

F (U) =

(
−1

2 0

0 − 1
2m1

)
,

G(U) =

(
−m1α(ω) α(ω)u

1

u2

−m1β(ω)u
2

u1 β(ω)

)
,

H(U) =

(
χ1(ω)u1

χ2(ω)u2

)
.

(3.111)

причому Q1 = u1∂u1 +m1u
2∂u2, Q2 = 0, ω = u2

(u1)m1
, m1 6= 0, α, β, χa —

довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв.
Доведення. Координати оператора Галiлея при умовi (??) в

даному випадку мають вигляд

ξ0 = 0, ξ1 = x0, η
a = (k1x1 + k2)u

1δa1 + (m1x1 +m2)u
2δa2. (3.112)

Пiдставимо (??) у перше рiвняння (??) та розщепимо одержане рiв-
няння за степенями x1:

Qc(f
ab) = Labc(f),

Qc(g
ab) = Labc(g)−

−δc2[k1u
1(fabu1 + fa1

ub ) +m1u
2(fabu2 + fa2

ub ) + 2k1δb1f
a1+

+2m1δb2f
a2 + δab],

Qc(h
a) = αca(h)− δc2(k1u

1ga1 +m1u
2ga2).

(3.113)

де Labc(f) = kc(δa1f
1b−δb1fa1)+mc(δa2f

2b−δb2fa2), αca(h) = kcδa1h
1 +

+mcδa2h
2.

При розв’язуваннi системи (??) виникають суттєво рiзнi випад-
ки:

1) |k2| + |m2| 6= 0, k1 6= 0, 2) |k2| + |m2| 6= 0, k1 = 0, 3) |k2| +
|m2| = 0, k1 6= 0 ,m1 6= 0.

Розглянемо вказанi випадки детально.
1) При |k2| + |m2| 6= 0, k1 6= 0, використавши перетворення еквi-

валентностi
x0 → k1x0, x1 → x1, u

1 → u1, u2 → u2
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та властивiсть лiнiйної комбiнацiї операторiв алгебри, одержуємо

G = x0∂1 + x1(u
1∂u1 +m1u

2∂u2) +m2u
2∂u2.

Тому, не втрачаючи загальностi, можна вважати k1 = 1, k2 = 0.
Система(??) набуде вигляду

u1fabu1 +m1u
2fabu2 + δb1f

a1 − δa1f
1b +m1(δb2f

a2 − δa2f
2b) = 0, (3.114)

u2fabu2 + δb2f
a2 − δa2f

2b = 0, (3.115)

u1gabu1 +m1u
2gabu2 + (1−m1)(δb1g

a1 − δa1g
1b) = 0, (3.116)

m2u
2gabu2 +m2(δb2g

a2 − δa2g
2b) + u1(fabu1 + fa1

ub ) +m1u
2(fabu2 + fa2

ub )+

+2δb1f
a1 + 2m1δb2f

a2 + δab = 0,

(3.117)

u1hau1 +m1u
2hau2 − δa1h

1 −m1δa2h
2 = 0, (3.118)

m2u
2hau2 − k2δa1h

1 −m2δa2h
2 + u1ga1 +m1u

2ga2 = 0. (3.119)

Неважко впевнитись, що розв’язком системи рiвнянь (??)-(??) будуть
функцiї

f 11 = λ11, f
12 = λ12

u1

u2 , f
21 = λ21

u2

u1 , f
22 = λ22. (3.120)

Загальниий розв’язок системи рiвнянь (??) має вигляд

g11 = ψ11(ω), g12 = ψ12(ω)(u1)1−m1,

g21 = ψ21(ω)(u1)m1−1, g22 = ψ22(ω),
(3.121)

де ω = u2

(u1)m1
.

Пiдставивши (??) та (??) у (??) та розв’язавши одержану систе-
му, маємо

g11 = Alnω +m11, g
12 = (Blnω +m12)

u1

u2 ,

g21 = (Clnω +m21)
u2

u1 , g
22 = Dlnω +m22,

(3.122)

Загальним розв’язком системи (??) будуть функцiї

h1 = χ1(ω)u1, h2 = χ2(ω)u2. (3.123)
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Пiдставивши (??) у (??), одержимо

h1 = (−A+m1B
2m2

ln2ω − m11+m1m12

m2
lnω + n1)u

1,

h2 = (−C+m1D
2m2

ln2ω − m21+m1m22

m2
lnω + n2)u

2.
(3.124)

Рiвностi (??), (??) та (??) визначають нелiнiйностi (??).
Таким чином, перший пункт теореми доведено.
2) |k2|+ |m2| 6= 0, k1 = 0, використавши перетворення еквiвален-

тностi
x0 → m1x0, x1 → x1, u

1 → u1, u2 → u2

та властивiсть лiнiйної комбiнацiї операторiв алгебри, одержуємо

G = x0∂1 + x1u
2∂u2 + k2u

1∂u1.

Тому, не втрачаючи загальностi, можна вважати m1 = 1,m2 = 0.
Система(??) перепишеться наступним чином

u2fabu2 + δb2f
a2 − δa2f

2b = 0, (3.125)

u1fabu2 + δb1f
a1 − δa1f

1b = 0, (3.126)

u2gabu2 + δb2g
a2 − δa2g

2b = 0, (3.127)

k2(u
1gabu1 + δb1g

a1 − δa1g
1b) + u2(fabu2 + fa2

ub ) + 2δb2f
a2 + δab = 0,

(3.128)

u2hau2 − δa2h
2 = 0, (3.129)

k2u
1hau1 − k2δa1h

1 + u2ga2 = 0. (3.130)

Загальним розв’язком системи рiвнянь (??)–(??) будуть функцiї (??).
Загальниий розв’язок системи рiвнянь (??) має вигляд

g11 = ψ11(u1), g12 = ψ12(u1)
u2 ,

g21 = u2ψ21(u1), g22 = ψ22(u1).
(3.131)

Пiдставивши (??) та (??) у (??) та розв’язавши одержану систему,
маємо

g11 = −λ12+1
k2

lnu1 +m11, g
12 = m12

u1

u2 ,

g21 = (−λ21

k2
lnu1 +m21)

u2

u1 , g
22 = −2λ22+1

k2
lnu1 +m22.

(3.132)
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Неважко впевнитись, що загальним розв’язком системи (??) будуть
функцiї

h1 = χ1(u1), h2 = χ2(u1)u2. (3.133)

Пiдставивши (??), (??) у (??), одержимо

h1 = (−m12

k2
lnu1 + n1)u

1

h2 = (2λ22+1
2k2

2
ln2u1 − m22

k2
lnu1 + n2)u

2.
(3.134)

Рiвностi (??), (??) та (??) визначають нелiнiйностi (??).
Другий пункт теореми доведено.
3) При |k2| + |m2| = 0, k1 6= 0,m1 6= 0, використавши перетворе-

ння еквiвалентностi

x0 → k1x0, x1 → x1, u
1 → u1, u2 → u2

та властивiсть лiнiйної комбiнацiї операторiв алгебри, одержуємо

G = x0∂1 + x1(u
1∂u1 +m1u

2∂u2).

Тому, не втрачаючи загальностi, можна вважати k1 = 1.
Система(??) набуде вигляду

u1fabu1 +m1u
2fabu2 + δb1f

a1 − δa1f
1b +m1(δb2f

a2 − δa2f
2b) = 0, (3.135)

u1gabu1 +m1u
2gabu2 + (1−m1)(δb1g

a1 − δa1g
1b) = 0, (3.136)

u1(fabu1 + fa1
ub ) +m1u

2(fabu2 + fa2
ub ) + 2δb1f

a1 + 2m1δb2f
a2 + δab = 0,

(3.137)

u1hau1 +m1u
2hau2 − δa1h

1 −m1δa2h
2 = 0, (3.138)

u1ga1 +m1u
2ga2 = 0. (3.139)

Загальним розв’язком системи рiвнянь (??) будуть функцiї

f 11 = ϕ11(ω), f 12 = ϕ12(ω)(u1)1−m1,

f 21 = ϕ21(ω)(u1)m1−1, f 22 = ϕ22(ω),
(3.140)
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де ω = u2

(u1)m1
. Пiдставивши (??) у систему (??), уточнимо одержанi

функцiї ϕab

ϕ11 = −1
2 , ϕ

12 = 0, ϕ21 = 0, ϕ22 = − 1
2m1

. (3.141)

Таким чином, маємо

f 11 = −1
2 , f

12 = 0, f 21 = 0, f 22 = − 1
2m1

. (3.142)

Загальниий розв’язок системи рiвнянь (??) має вигляд

g11 = ψ11(ω), g12 = ψ12(ω)(u1)1−m1,

g21 = ψ21(ω)(u1)m1−1, g22 = ψ22(ω).
(3.143)

Пiдставивши (??) у (??) та розв’язавши одержану систему, маємо

g11 = −m1α(ω), g12 = α(ω)u
1

u2 , g
21 = −m1β(ω)u

2

u1 , g
22 = β(ω). (3.144)

Загальним розв’язком системи (??) будуть функцiї

h1 = χ1(ω)u1, h2 = χ2(ω)u2. (3.145)

Тобто мають мiсце нелiнiйностi (??).
Теорема доведена.
Теорема 4.6. Система рiвнянь (??) iнварiантна вiдносно ал-

гебри Галiлея (??)при умовi (??) тодi i тiльки тодi, коли матрицi
з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (??) F,G,H мають
наступний вигляд

F (U) =


λ11 λ12

0 λ11

,

G(U) =


−(2λ11+1)ω+m11 −2(æλ11+λ12)ω+(m22−m11)

u1

u2 +m12

0 −(2λ11 + 1)ω +m22

,

H(U) =


u2[(λ12 − æ

2 )ω2 + æm11ω + n1] + u1[(λ11 + 1
2)ω2 −m22ω + n2]

u2[(λ11 + 1
2)ω2 −m22ω + n2]

.

(3.146)
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причому Q1 = I + æu2∂u1, Q2 = u2∂u1, ω = u1

u2 − ælnu2, æε{1, 0},
λab,mab, na — довiльнi сталi;

F (U) = −1
2

(
1 −æ

0 1

)
,

G(U) =

(
ψ11 + ψ21u1

u2 −(u
1

u2 + æ)(ψ11 + ψ21u1

u2 )

ψ21 −(u
1

u2 + æ)ψ21

)
,

H(U) =

(
u2χ1 + u1χ2

u2χ2

)
.

(3.147)

причому Q1 = I+æu2∂u1, Q2 = 0, æε{0, 1}, ω = u1

u2−ælnu2, ψa1 = ψa1(ω),
χa = χa(ω) — довiльнi гладкi функцiї;

F (U) =

(
λ21

u1

u2 + λ11 −2λ21(
u1

u2 )2 + (λ22 − λ11)
u1

u2 + λ12

λ21 −λ21
u1

u2 + λ22

)
,

G(U) =


m21

u1

u2 + A −m21(
u1

u2 )2 + (B − A)u
1

u2 − (λ11 + λ22)lnu
2 +m12

m21 −m21
u1

u2 +B

,

H(U) =

(
u1(−m21lnu

2 + n2) + u2[(λ21 + 1
2)ln2u2 −m11lnu

2 + n1]

u2(−m21lnu
2 + n2)

)
,

(3.148)

причому Q1 = u2∂u1, Q2 = I, A = −(2λ21 + 1)lnu2 +m11, B = −(λ21 +

+1)lnu2 +m22.
Доведення. Координати оператора Галiлея при умовi (??) ма-

ють вигляд

ξ0 = 0, ξ1 = x0, η
a = (k1x1 + k2)u

a + (m1x1 +m2)u
2δa1. (3.149)

Пiдставимо (??) у систему (??) та розщепимо її за степенями x1 :

Qc(f
ab) = Labc(f),

Qc(g
ab) = Labc(g)− δc2[Lab1(f) + k1(u

1fa1
ub + u2fa2

ub + 2fab)+

+m1(u
2fa1
ub 2δb2f

a1) + δab],

Qc(h
a) = kch

a +mch
2δa1 − δc2(k1u

bgab +m1u
2ga1),

(3.150)

де Labc(f) = mc(δa1f
2b − δb2fa1).
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При розв’язуваннi системи (??) виникають суттєво рiзнi випад-
ки:

1) k1 6= 0,m2 6= 0, 2) k1 6= 0,m2 = 0, 3) k1 = 0, k2 6= 0.
Розглянемо детально кожен випадок.
1) При k1 6= 0,m2 6= 0 за властивiстю лiнiйної комбiнацiї опера-

торiв алгебри, не втрачаючи загальностi, можна вважати k2 = 0.
Застосовуючи перетворення еквiвалентностi :
при m1 6= 0

x0 → (
m2

m1
)2x0, x1 →

m2

m1
x1, u

1 → u1, u2 → k1

m1
u2,

а при m1 = 0

x0 → k1x0, x1 → x1, u
1 → u1, u2 → k1

m2
u2,

одержуємо
G = x0∂1 + x1(I + æu2∂u1) + u2∂u1.

Тому, не втрачаючи загальностi, можна вважати k1 = m2 = 1,m1 = æε{0, 1}.
Тодi система (??)набуде вигляду

(u1 + æu2)fabu1 + u2fabu2 = æ(f 2bδa1 − fa1δb2), (3.151)

u2fabu1 = f 2bδa1 − fa1δb2, (3.152)

(u1 + æu2)gabu1 + u2gabu2 = æ(g2bδa1 − ga1δb2), (3.153)

u2gabu1 = g2bδa1 − ga1δb2−
−(f 2bδa1 − fa1δb2)−
−u1fa1

ub − u
2fa2
ub − 2fab − æ(u2fa1

ub + 2fa1δb2)− δab,
(3.154)

(u1 + æu2)hau1 + u2hau2 = ha + æh2δa1), (3.155)

u2hau1 = h2δa1 − ubgab − æu2ga1. (3.156)

Розв’язком системи (??) будуть функцiї

f 11 = ϕ21u1

u2 + ϕ11, f 12 = −ϕ21(u
1

u2 )2 + (ϕ22 − ϕ11)u
1

u2 + ϕ12,

f 21 = ϕ21, f 22 = −ϕ21u1

u2 + ϕ22,
(3.157)
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де ϕab = ϕab(ω)-довiльнi гладкi функцiї, ω = u1

u2 − ælnu2.
Пiдставивши (??) у (??), одержимо, ϕab = λab. Тодi

f 11 = λ21
u1

u2 + λ11, f
12 = −λ21(

u1

u2 )2 + (λ22 − λ11)
u1

u1 + λ12,

f 21 = λ21, f
22 = −λ21

u1

u2 + λ22.
(3.158)

Аналогiчно розв’язком (??) будуть функцiї

g11 = ψ21u1

u2 + ψ11, g12 = −ψ21(u
1

u2 )2 + (ψ22 − ψ11)u
1

u2 + ψ12,

g21 = ψ21, g22 = −ψ21u1

u2 + ψ22,
(3.159)

де ψab = ψab(ω)-довiльнi гладкi функцiї. Пiдставивши (??) та (??) у
(??), одержимо

˙ψ11 = 2λ21
u1

u2 − 2æλ21 − λ11 − λ22 − 1,
˙ψ12 = −2æλ11 − 2λ12,
˙ψ21 = 0,
˙ψ22 = −2λ22 − 1.

(3.160)

Загальним розв’язком системи (??) будуть функцiї

ψ11 = −(2λ11 + 1)ω +m11,

ψ12 = −2(æλ11 + λ12)ω +m12,

ψ21 = λ21,

ψ22 = −(2λ22 + 1)ω +m22.

(3.161)

Таким чином,

g11 = −(2λ11 + 1)ω +m11,

g12 = −2(æλ11 + λ12)ω + (m22 −m11)
u1

u2 +m12,

g21 = 0, g22 = −(2λ22 + 1)ω +m22.

(3.162)

Система (??) має загальний розв’язок

h1 = u2χ1(ω) + u1χ2(ω),

h2 = u2χ2(ω),
(3.163)

де χa = χa(ω) — довiльнi гладкi функцiї. Пiдставивши (??) та (??)
у (??), одержимо систему диференцiальних рiвнянь для визначення
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функцiй χa

χ̇1 + u1

u2 χ̇2 − u1

u2 (2λ11 + 1)ω + (æ− 2λ12)ω+

+m22
u1

u2 − æm11 +m12 = 0,

χ̇2 − (2λ11 + 1)ω +m22 = 0.

(3.164)

Iз системи (??) випливає, що λ11 = λ22. Загальним розв’язком цiєї
системи будуть функцiї

χ1 = (λ12 − æ
2 )ω2 + æm11ω + n1,

χ2 = (λ11 + 1
2)ω2 −m22ω + n2.

(3.165)

Отже,

h1 = u2[(λ12 − æ
2 )ω2 + æm11ω + n1]+

+u1[(λ11 + 1
2)ω2 −m22ω + n2],

h2 = u2[(λ11 + 1
2)ω2 −m22ω + n2].

(3.166)

Таким чином, перший пункт даної теореми доведено.
2) При k1 6= 0,m2 = 0 аналогiчно за властивiстю лiнiйної комбi-

нацiї операторiв алгебри можна вважати k2 = 0.
Застосовуючи перетворення еквiвалентностi :
при m1 6= 0

x0 → k1x0, x1 → x1, u
1 → m1

k1
u1, u2 → u2,

а при m1 = 0

x0 → k1x0, x1 → x1, u
1 → u1, u2 → u2,

одержуємо, що оператор G набуває наступного вигляду

G = x0∂1 + x1(I + æu2∂u1).

Тому, не втрачаючи загальностi, можна вважати k1 = 1,m1 = æε{0, 1}.
Тодi система (??)набуде вигляду

(u1 + æu2)fabu1 + u2fabu2 = æ(f 2bδa1 − fa1δb2), (3.167)

(u1 + æu2)gabu1 + u2gabu2 = æ(g2bδa1 − ga1δb2), (3.168)
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u1fa1
ub + u2fa2

ub + 2fab + æ(u2fa1
ub + 2fa1δb2) + δab = 0, (3.169)

(u1 + æu2)hau1 + u2hau2 = ha + æh2δa1, (3.170)

ubgab + æu2ga1 = 0. (3.171)

Загальним розв’язком системи (??) та (??) будуть функцiї (??) та
(??) вiдповiдно. Пiдставивши (??) у (??), функцiї fab уточнюються
наступним чином

f 11 = −1
2 , f

12 = æ
2 , f

21 = 0, f 22 = −1
2 . (3.172)

Пiдставивши (??) у (??), одержимо

ψ12 = −æψ11, ψ22 = −æψ21. (3.173)

Таким чином з врахуванням (??) вигляд функцiй gab уточниться на-
ступним чином

g11 = ψ11 + ψ21u1

u2 , g
12 = −(u

1

u2 + æ)(ψ11 + ψ21u1

u2 ),

g21 = ψ21, g22 = −(u
1

u2 + æ)ψ21.
(3.174)

Загальним розв’язком системи (??) будуть функцiї (??), причому
ω = u1

u2 − ælnu2.
Другий пункт даної теореми доведено.
3) При k1 = 0, k2 6= 0 за властивiстю лiнiйної комбiнацiї опера-

торiв алгебри, не втрачаючи загальностi, можна вважати m2 = 0.
Зауважимо, що у цьому випадку m1 6= 0, так як ми вважаємо, що
Q1 6= 0.

Застосовуючи перетворення еквiвалентностi :

x0 → k2x0, x1 → x1, u
1 → m1

k2
u1, u2 → u2,

одержуємо
G = x0∂1 + x1u

2∂u1 + I.

Тому, не втрачаючи загальностi, можна вважати k2 = m1 = 1. Тодi
система (??)набуде вигляду

u2fabu1 = f 2bδa1 − fa1δb2, (3.175)
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u1fabu1 + u2fabu1 = 0, (3.176)

u2gabu1 = g2bδa1 − ga1δb2, (3.177)

u1gabu1 + u2gabu1 = −(f 2bδa1 − fa1δb2)− u2fa1
ub − 2fa1δb2 − δab, (3.178)

u2hau1 = h2δa1, (3.179)

u1hau1 + u1hau2 = ha − u2ga1. (3.180)

Розв’язком системи (??) будуть функцiї

f 11 = ϕ21u1

u2 + ϕ11, f 12 = −2ϕ21(u
1

u2 )2 + (ϕ22 − ϕ11)u
1

u1 + ϕ12,

f 21 = ϕ21, f 22 = −ϕ21u1

u2 + ϕ22,
(3.181)

де ϕab = ϕab(u2)-довiльнi гладкi функцiї. Пiдставивши (??) у (??),
одержимо, що ϕab = λab. Тодi

f 11 = λ21
u1

u2 + λ11, f
12 = −2λ21(

u1

u2 )2 + (λ22 − λ11)
u1

u1 + λ12,

f 21 = λ21, f
22 = −λ21

u1

u2 + λ22.
(3.182)

Загальним розв’язком (??) будуть функцiї

g11 = ψ21u1

u2 + ψ11, g12 = −2ψ21(u
1

u2 )2 + (ψ22 − ψ11)u
1

u1 + ψ12,

g21 = ψ21, g22 = −ψ21u1

u2 + ψ22,
(3.183)

де ψab = ψab(u2)-довiльнi гладкi функцiї. Пiдставивши (??) та (??) у
(??), одержимо

u2 ˙ψ11 = −2λ21 − 1,

u2 ˙ψ12 = −λ11 − λ22,
˙ψ21 = 0,

u2 ˙ψ22 = −λ21 − 1.

(3.184)

Загальним розв’язком системи (??) будуть функцiї

ψ11 = −(2λ21 + 1) lnu2 +m11,

ψ12 = −(λ11 + λ22) lnu2 +m12,

ψ21 = m21,

ψ22 = −(λ21 + 1) lnu2 +m22,

(3.185)
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де mab — сталi iнтегрування. Таким чином, функцiї (??) з врахуван-
ням (??) набудуть вигляду

g11 = m21
u1

u2 − (2λ21 + 1)lnu2 +m11,

g12 = −2m21(
u1

u2 )2 + (λ21lnu
2 +m22 −m11)

u1

u2−
−(λ11 + λ22)lnu

2 +m12

g21 = m21, g
22 = −m21

u1

u2 − (λ21 + 1)lnu2 +m22.

(3.186)

Загальним розв’язком системи (??) будуть функцiї

h1 = χ2u1

u2 + χ1,

h2 = χ2,
(3.187)

де χa = χa(u2) — довiльнi гладкi функцiї. Пiдставивши (??) та (??)
у (??), одержимо систему

u2χ̇1 = χ1 + [(2λ21 + 1)lnu2 −m11]u
2,

u2χ̇2 = χ2 −m21u
2.

(3.188)

Загальним розв’язком системи (??) будуть функцiї

χ1 = [(λ21 + 1
2)ln2u2 −m11lnu

2 + n1]u
2,

χ2 = (−m21lnu
2 + n2)u

2.
(3.189)

Отже,

h1 = u1(−m21lnu
2 + n2) + u2[(λ21 + 1

2)ln2u2 −m11lnu
2 + n1],

h2 = u2(−m21lnu
2 + n2),

(3.190)

що i доводить третiй пункт даної теореми.

Теорема доведена.

Теорема 4.7. Система рiвнянь (??) iнварiантна вiдносно ал-
гебри Галiлея (??)при умовi (??) тодi i тiльки тодi, коли матрицi
F,G,H з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (??) мають
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наступний вигляд

F (U) =

(
c1 + λ1 − 2u1

−→u 2

−→
λ−→u c2 + λ2 − 2u2

−→u 2

−→
λ−→u

−c2 + λ2 − 2u2

−→u 2

−→
λ−→u c1 − λ1 + 2u1

−→u 2

−→
λ−→u

)
,

G(U) =

(
α1 + β1 − 2u1

−→u 2

−→
β −→u α2 + β2 − 2u2

−→u 2

−→
β −→u

−α2 + β2 − 2u2

−→u 2

−→
β −→u α1 − β1 + 2u1

−→u 2

−→
β −→u

)
,

H(U) =

(
u1χ1 + u2χ2

−u1χ2 + u2χ1

)
.

(3.191)

причому Q1 = k1I − k2J,Q2 = m1I −m2J , ω = k2ln
−→u 2 + 2k1arctg

u2

u1 ,
−→α = −→p ω+−→m,

−→
β = −→r ω+

−→
l , −→χ = −→γ ω2 +−→σ ω+−→n ; −→m = (m1,m2),

|m1| + |m2| 6= 0, −→n = (n1, n2), −→r = 1

2
−→
k −→m⊥

(k1 λ1 − k2 λ2 , k1 λ2 + k2 λ1),
−→p = 1

2
−→
k −→m⊥

(2(c1k1 − c2k2)−
−→
λ
−→
k + 1, 2(c1k2 + c2k1)−

−→
λ
−→
k ⊥),

−→γ = k1
−→p −k1

−→r +k2
−→p ⊥+k2

−→r ⊥

4
−→
k −→m⊥

, −→σ = k1
−→m−k1

−→
l +k2

−→m⊥+k2
−→
l ⊥

2
−→
k −→m⊥

,
−→
k ⊥ = (−k2, k1),

|
−→
k | = 1, ca, ka, λa,ma, naεR;

F (U) = −1
2

(
k1 −k2

k2 k1

)
,

G(U) =

(
2k1
−→
k
−→
β − 2u1

−→u 2

−→
β −→u 2k1

−→
k ⊥
−→
β − 2u2

−→u 2

−→
β −→u

2k2
−→
k
−→
β − 2u2

−→u 2

−→
β −→u 2k2

−→
k ⊥
−→
β + 2u1

−→u 2

−→
β −→u

)
,

H(U) =

(
u1χ1 + u2χ2

−u1χ2 + u2χ1

)
.

(3.192)

причому Q1 = k1I − k2J,Q2 = 0, ω = k2ln
−→u 2 + 2k1arctg

u2

u1 , αa =

αa(ω), βa =

= βa(ω), χa = χa(ω) — довiльнi гладкi функцiї.
Доведення. З умови iнварiантностi системи рiвнянь (??) вiд-

носно оператора Галiлея при умовi (??) випливає, що

ξ0 = 0, ξ1 = x0, η
a = (k1u

a + εabk2u
b)x1 +m1u

a + εabm2u
b, (3.193)

причому (εab) =

(
0 1

−1 0

)
.

Пiдставимо (??) у систему (??) та розщепимо її за степенями x1:

Qc(f
ab) = Labc(f), (3.194)
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Qc(g
ab) = Labc(g)− δc2[(k2u

1 + k1u
2)(fabu2 + fa2

ub )+

+2(δbdk1 + εdbk2)f
ad + δab],

(3.195)

Qc(h
a) = αcabh

b + δc2(k1u
b + k2εbdu

d)gab, (3.196)

де Labc(f) = (δc1k2 + δc2m2)(δb1f
a2 − δb2f

a1 + δa1f
2b − δa2f

1b), αcab =

δc1(δabk1 + +εabk2) + δc2(δabm1 + εabm2).

При c = 1 система (??) набуде вигляду:

Q1(f
11) = k2(f

12 + f 21),

Q1(f
12) = k2(f

22 − f 11),

Q1(f
21) = k2(f

22 − f 11),

Q1(f
22) = −k2(f

12 + f 21).

(3.197)

Пiсля замiни

W 1 = f 11 + f 22,W 2 = f 12 − f 21,W 3 = f 11 − f 22,W 4 = f 12 + f 21

система (??) перепишеться наступним чином

Q1(W
1) = 0, Q1(W

2) = 0, Q1(W
3) = 2k2W

4, Q1(W
4) = −2k2W

3.

(3.198)

Загальний розв’язок системи (??) має вигляд

W 1 = 2ϕ1(ω),W 2 = 2ϕ2(ω),

W 3 = 2ψ1(ω)− 4 u1

−→u 2

−→
ψ−→u ,W 4 = 2ψ2(ω)− 4 u2

−→u 2

−→
ψ−→u ,

(3.199)

де ω = k2 ln−→u 2 +2k1arctg
u2

u1 , ϕa = ϕa(ω), ψa = ψa(ω) — довiльнi глад-
кi функцiї. З останньої системи випливає, що загальним розв’язком
(??) будуть функцiї

f 1a = ϕa + ψa − 2 ua−→u 2

−→
ψ−→u ,

f 2a = ϕa⊥ − ψa⊥ + 2u
a⊥
−→u 2

−→
ψ−→u ,

(3.200)

де −→u ⊥ = (−u2, u1).
Аналогiчно загальний розв’язок системи (??) при c = 1 має ви-

гляд

g1a = αa + βa − 2 ua−→u 2

−→
β −→u ,

g2a = αa⊥ − βa⊥ + 2u
a⊥
−→u 2

−→
β −→u ,

(3.201)
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де αa = αa(ω), βa = βa(ω)-довiльнi гладкi функцiї. Неважко впевни-
тись, що загальним розв’язком системи (??) при c = 1 будуть насту-
пнi функцiї

h1 = −→χ−→u , h2 = −→χ ⊥−→u (3.202)

при довiльних гладких функцiях χa.
Пiдставивши (??) у (??) при c = 2, одержимо систему

(k2m1 − k1m2)(ϕ̇a + ψ̇a − 2 ua−→u 2

−̇→
ψ−→u ) = 0,

(k2m1 − k1m2)(ϕ̇a
⊥ − ψ̇a⊥ + 2u

a⊥
−→u 2

−̇→
ψ−→u ) = 0.

(3.203)

Аналогiчно система (??) за умов (??) при c = 2 перепишеться насту-
пним чином

2
−→
k −→m⊥(α̇a + β̇a − 2 ua−→u 2

−̇→
β −→u ) =

= −(k2u
1 − k1u

2)(f 1a
u2 + f 12

ub ) + 2(δadk1 + εdak2)f
1d + δ1a,

2
−→
k −→m⊥(α̇a

⊥ − β̇a⊥ + 2u
a⊥
−→u 2

−̇→
β −→u ) =

= −(k2u
1 − k1u

2)(f 2a
u2 + f 22

ua ) + 2(δadk1 + εdak2)f
2d + δ2a.

(3.204)

Система (??) за умов (??) при c = 2 набуде вигляду

[2
−→
k −→m⊥−̇→χ − k1(

−→α −
−→
β )− k2(

−→α ⊥ +
−→
β ⊥)]−→u = 0,

(2
−→
k −→m⊥−̇→χ

⊥
− k1(

−→α ⊥ −
−→
β ⊥) + k2(

−→α +
−→
β ))−→u = 0.

(3.205)

При розв’язуваннi систем (??)–(??) виникають наступнi суттєво рiзнi
випадки:

1)
−→
k −→m⊥ 6= 0, 2)

−→
k −→m⊥ = 0.

Розглянемо детально кожен з них.
1) При

−→
k −→m⊥ 6= 0 загальним розв’язком системи(??) будуть

функцiї

f 11 = c1 + λ1 − 2u1

−→u 2

−→
λ−→u , f 12 = c2 + λ2 − 2u2

−→u 2

−→
λ−→u ,

f 21 = −c2 + λ2 − 2u2

−→u 2

−→
λ−→u , f 22 = c1 − λ1 + 2u1

−→u 2

−→
λ−→u .

(3.206)

Пiдставивши (??) у (??) та розв’язавши одержану систему, отримає-
мо

−→α = −→p ω +−→m,
−→
β = −→r ω +

−→
l , (3.207)
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де −→p ,−→m,−→r ,
−→
l -сталi iнтегрування. В даному випадку система (??)

перепишеться наступним чином

−̇→χ = k1(−→α−
−→
β )+k2(−→α⊥+

−→
β ⊥)

2
−→
k −→m⊥

. (3.208)

Пiдставивши (??) у (??), одержимо систему, загальним розв’язком
якої будуть функцiї

−→χ = −→γ ω2 +−→σ ω +−→n . (3.209)

Iз спiввiдношень (??), (??) та (??) при врахуваннi (??), (??) можна
зробити висновок, що нелiнiйностi F,G,H мають вигляд (??).

2) При
−→
k −→m⊥ = 0 система(??) набуде вигляду

(k2u
1 − k1u

2)(f 1a
u2 + f 12

ub )− 2(δadk1 + εdak2)f
1d − δ1a = 0,

(k2u
1 − k1u

2)(f 2a
u2 + f 22

ua )− 2(δadk1 + εdak2)f
2d − δ2a = 0.

(3.210)

Пiдставивши (??) у (??) та розщепивши одержану систему по −→u ,
отримаємо

k1ϕ
1 − k2ϕ

2 = −1
2 , k2ϕ

1 + k1ϕ
2 = 0. (3.211)

Тому

f 11 = − k1

2
−→
k 2
, f 12 = − k2

2
−→
k 2
, f 21 = k2

2
−→
k 2
, f 22 = − k1

2
−→
k 2
. (3.212)

Не втрачаючи загальностi, можна вважати, що
−→
k 2 = 1.

В даному випадку система (??) перепишеться наступним чином

k1(
−→α −

−→
β ) + k2(

−→α ⊥ +
−→
β ⊥) = 0. (3.213)

Пiдставивши загальний розв’язок (??) у (??) та розв’язавши одержа-
ну систему, знаходимо, що функцiї gab уточняться наступним чином

g11 = 2k1
−→
k
−→
β − 2u1

−→u 2

−→
β −→u , g12 = 2k1

−→
k ⊥
−→
β − 2u2

−→u 2

−→
β −→u ,

g21 = 2k2
−→
k
−→
β − 2u2

−→u 2

−→
β −→u , g22 = 2k2

−→
k ⊥
−→
β + 2u1

−→u 2

−→
β −→u .

(3.214)

Отже, враховуючи (??), (??) та (??) при умовi (??), одержуємо, що
нелiнiйностi F, G, H мають вигляд (??).
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Теорема доведена.
Зауваження 4.1. В теоремах 4.2–4.7 доведено iнварiантнiсть

системи (??) тiльки вiдносно оператора

G = x0∂1 + x1Q1 +Q2.

Так як для кожного випадку система визначальних рiвнянь розче-
плюється по x1, то звiдси випливає iнварiантнiсть системи (??) вiд-
носно оператора Q1. Вiдносно операторiв ∂0, ∂1 система (??) iнва-
рiантна при довiльних нелiнiйностях. Таким чином, можна стверджу-
вати, що система (??) iнварiантна вiдносно алгебри Галiлея (??).

Отже, для кожного з можливих зображень алгебри Галiлея з
точнiстю до перетворень еквiвалентностi (??) знайдено нелiнiйностi
fab, gab, ha, при яких система (??) iнварiантна вiдносно даної алгебри.

3.5. Зображення розширеної алгебри Галiлея

Розширимо алгебру Галiлея (??) оператором масштабних перет-
ворень X5, для якого виконуються наступнi комутацiйнi спiввiдноше-
ння

[∂0, X5] = 2∂0, [∂1, X5] = ∂1, [G,X5] = −G, [Q1, X5] = 0. (3.215)

Встановимо зображення розширеної алгебри Галiлея вигляду (??),
вiдносно якої може бути iнварiантна система (??).

Згiдно (??) маємо загальний вигляд оператора масштабних пе-
ретворень

X5 = A5(x0)∂0 +B5(x0, x1)∂1 + [α5ab(x0, x1)u
b + β5a(x0, x1)]∂ua,

(3.216)

де A5, B5, α5ab, β5a — довiльнi гладкi функцiї вiдповiдних аргументiв,
якi пiдлягають визначенню за формулами (??).

З комутацiйних умов [∂0, X5] = 2∂0 та [∂1, X5] = ∂1 одержуємо,
що

A5 = 2x0, B
4 = x1, α

5ab = α5
ab, β

5a = β5
a, (3.217)
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де α5
ab, β

5
a-довiльнi сталi.

Отже,

X5 = 2x0∂0 + x1∂1 +Q3, (3.218)

де Q3 = (α5
abu

b + β5
a)∂ua.

З комутацiйних спiввiдношень [G,X5] = −G та [Q1, X5] = 0 ма-
ємо

[Q1, Q3] = 0, [Q2, Q3] = −Q2. (3.219)

Оператор X5 позначимо D.
Таким чином, розширена алгебра Галiлея для системи (??) має

вигляд

AG1(1, 1) = 〈∂0, ∂1, G = x0∂1 + x1Q1 +Q2, Q1,

D = 2x0∂0 + x1∂1 +Q3〉,
(3.220)

де оператори Q1, Q2, Q3 задовольняють умови (??), (??).
В роботi [?] показано, що з точнiстю до перетворень еквiвален-

тностi (??) iснує десять нееквiвалентних наборiв операторiвQ1, Q2, Q3,
для яких виконуються умови (??), (??).

3.6. Iнварiантнiсть системи (??) вiдносно розширеної
алгебри Галiлея

Знайдемо вигляд нелiнiйностей F,G,H, при яких система (??)
iнварiантна вiдносно розширеної алгебри Галiлея (??).

Теорема 4.8. Система рiвнянь (??) iнварiантна вiдносно роз-
ширеної алгебри Галiлея (??) тодi i тiльки тодi, коли матрицi
F,G,H з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (??) мають
наступний вигляд

F (U) =

(
λ11 0

0 λ22

)
, G(U) =

(
−u2 m12

0 −u2

)
,

H(U) = 1
2(u2)2

(
1

0

)
,

(3.221)
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причому Q1 = ∂u1, Q2 = ∂u2,Q3 = k3∂u1 − u2∂u2;

F (U) =

(
λ11 −u1

u2

0 −1
2

)
, G(U) = (u1)k

(
m11u

1 0

m21u
2 0

)
,

H(U) = (u1)2(k+1)

(
n1u

1

n2u
2

)
,

(3.222)

причому Q1 = u2∂u2, Q2 = 0, Q3 = − 1
k+1u

1∂u1 +m3u
2∂u2, k 6= −1;

F (U) =

(
λ11 0

0 λ22

)
, G(U) =

(
−u1 0

m21u
2 −(2λ22 + 1)u1

)
,

H(U) = (u1)2u2

(
0

λ22 + 1
2

)
,

(3.223)

причому Q1 = u2∂u2, Q2 = ∂u1, Q3 = −u1∂u1 +m3u
2∂u2;

F (U) =

(
−1

2 0

0 − 1
2m1

)
, G(U) = ωk

(
−m1m11 m11

u1

u2

−m1m12
u2

u1 m12

)
,

H(U) = ω2k

(
n1u

1

n2u
2

)
,

(3.224)

причому Q1 = u1∂u1 +m1u
2∂u2, Q2 = 0, Q3 = k3u

1∂u1 +(k3m1− 1
k)u2∂u2,

ω = u2

(u1)m1
, m1 6= 0, k 6= 0;

F (U) =

(
λ11 0

0 λ11

)
, G(U) = −(2λ11 + 1)u

1

u2

(
1 0

0 1

)
,

H(U) = (λ11 + 1
2)(u

1

u2 )2

(
u1

u2

)
,

(3.225)

причому Q1 = I,Q2 = u2∂u1, Q3 = k3I + u2∂u2;

F (U) = −1
2

(
1 −æ

0 1

)
,

G(U) = emω

(
m11 +m21

u1

u2 −(u
1

u2 + æ)(m11 +m21
u1

u2 )

m21 −(u
1

u2 + æ)m21

)
,

H(U) = e2mω

(
n1u

2 + n2u
1

n2u
2

)
,

(3.226)
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причому Q1 = I + æu2∂u1, Q2 = 0, Q3 = k3I + (k3æ− 1
m)u2∂u1, ω =

= u1

u2 − æ lnu2, m 6= 0;

F (U) = −1
2

(
1 0

0 1

)
, G(U) =

(
m11

u1

u2 −m11(
u1

u2 )2

m21 −m21
u1

u2

)
,

H(U) = (u
1

u2 )2

(
n1u

1

n2u
2

)
,

(3.227)

причому Q1 = I,Q2 = 0, Q3 = k3I + u2∂u2;

F (U) = −1
2

(
k1 −k2

k2 k1

)
,

G(U) = e−
1

24ω

(
2k1
−→
k −→m − 2u1

−→u 2
−→m−→u 2k1

−→
k ⊥−→m − 2u2

−→u 2
−→m−→u

2k2
−→
k −→m − 2u2

−→u 2
−→m−→u 2k2

−→
k ⊥−→m + 2u1

−→u 2
−→m−→u

)
,

H(U) = e−
1
4ω

( −→n−→u cos m3

4 ω +−→n−→u ⊥ sin m3

4 ω

−−→n−→u ⊥ cos m3

4 ω +−→n−→u sin m3

4 ω

)
,

(3.228)

причому Q1 = k1I − k2J,Q2 = 0, Q3 = k3I +m3J , ω = k2 ln−→u 2 +

+ 2k1arctg
u2

u1 , 4 = k2k3 − k1m3, 4 6= 0, −→m = (m1,m2).
У формулах (??)–(??) æε{0, 1}, λab,mab, na, ki,mi,m, k — довiль-

нi сталi, a, b = 1, 2, i = 1, 3.
Доведення. Розглянемо нелiнiйностi (??). Розширення алгебри

Галiлея в даному випадку можливе лише, коли æ = 0. Оператор мас-
штабних перетворень має вигляд D = 2x0∂0 + x1∂1 + k3∂u1 − u2∂u2.
Так як Q1 = ∂u1, то, не втрачаючи загальностi, взявши лiнiйну ком-
бiнацiю операторiв Q1 i Q2, можна вважати k3 = 0. Тому координати
оператора масштабних перетворень мають вигляд

ξ0 = 2x0, ξ
1 = x1, η

a = −δa2u
2 (3.229)

Пiдставивши (??) у (??), одержимо

δa2f
2b − δb2fa2 = 0, (3.230)

−δc2u2gabuc + gab − δb2ga2 + δa2g
2b = 0, (3.231)

−u2hau2 + 2ha + δa2h
2 = 0. (3.232)
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Пiдставивши (??) у систему рiвнянь (??)–(??) та розв’язавши її одер-
жуємо, що λ12 = λ21 = m11 = m21 = m22 = n1 = n2 = 0. Таким
чином, нелiнiйностi F,G,H мають вигляд (??).

Перший пункт теореми доведено.
Розглянемо систему з нелiнiйностями (??) В даному випадку

оператор масштабних перетворень має вигляд D = 2x0∂0 + x1∂1 +

+ k3u
1∂u1 +m3u

2∂u2. Не втрачаючи загальностi, в силу лiнiйної ком-
бiнацiї операторiв Q1 = u2∂u2 i D можна вважати, що m3 = 0. Тодi
координати оператора масштабних перетворень мають вигляд

ξ0 = 2x0, ξ
1 = x1, η

a = − 1
k+1δa1u

1, (3.233)

де k3 = − 1
k+1 .

Пiдставивши (??) у (??), одержимо

u1fabu1 + δb1f
a1 − δa1f

1b = 0, (3.234)

− 1
k+1(u1gabu1 + δb1g

a1 − δa1g
1b) + gab = 0, (3.235)

− 1
k+1(u1hau1 − δa1h

1) + 2ha = 0. (3.236)

Розв’язувавши систему рiвнянь (??)–(??), попередньо пiдставив-
ши в неї (??), приходимо до висновку, що ϕ11 = λ11,
ψ1 = m11(u

1)k+1, ψ2 = m21(u
1)k, χ1 = n1(u

1)2(k+1)+1, χ2 = n2(u
1)2(k+1)

Отже, нелiнiйностi F,G,H мають вигляд (??).
Другий пункт теореми доведено.
Розглянемо систему з нелiнiйностями (??). В даному випадку

оператор масштабних перетворень має вигляд D = 2x0∂0 + x1∂1 +

+k3u
1∂u1 +m3u

2∂u2. Аналогiчно до попереднього випадку, не втрача-
ючи загальностi, можна вважатиm3 = 0. Тому оператор масштабних
претворень для третього пункту теореми має координати

ξ0 = 2x0, ξ
1 = x1, η

a = δa1k3u
1 (3.237)

Пiдставивши (??) у (??), одержимо

δb1f
a1 − δa1f

1b = 0, (3.238)
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k3(u
1gabu1 + δb1g

a1 − δa1g
1b) + gab = 0, (3.239)

k3(u
1hau1 − δa1h

1) + 2ha = 0. (3.240)

Пiдставивши нелiнiйностi (??) у систему рiвнянь (??)–(??), при-
ходимо до висновку, що λ12 = λ21 = m11 = m12 = m22 =

= n1 = n2 = 0, k3 = −1 Отже, нелiнiйностi F,G,H мають вигляд
(??).

Третiй пункт теореми доведено.
Для системи з нелiнiйностями (??) Оператор масштабних перет-

ворень має вигляд D = 2x0∂0 + x1∂1 + k3u
1∂u1 − 1

ku
2∂u2. Аналогiчно

до попереднього можна вважати k3 = 0.
Оператор масштабних перетворень має координати

ξ0 = 2x0, ξ
1 = x1, η

a = −δa2
1
ku

2 (3.241)

Пiдставивши (??) у (??), одержимо

δb2f
a2 − δa2f

2b = 0, (3.242)

u2gabu2 + δb2g
a2 − δa2g

2b − kgab = 0, (3.243)

u2hau2 − δa2h
2 − 2kha = 0. (3.244)

Пiдставивши (??) у систему рiвнянь (??)–(??) та розв’язавши її одер-
жуємо, що α = m11ω

k, β = m12ω
k, χa = naω

2k. Таким чином, нелiнiй-
ностi F,G,H мають вигляд (??). Четвертий пункт теореми доведено.

Для доведення п’ятого пункту розглянемо систему з нелiнiй-
ностями (??). Тодi оператор масштабних перетворень має вигляд
D = 2x0∂0 + +x1∂1 + k3I + u2∂u2. Аналогiчно до попереднього ви-
прадку теореми, вважаючи k3 = 0, робимо висновок, що оператор
масштабних претворень має координати

ξ0 = 2x0, ξ
1 = x1, η

a = δa2u
2. (3.245)

Пiдставивши (??) у (??), одержимо

δb2f
a2 − δa2f

2b = 0, (3.246)
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u2gabu2 + gab + δb2g
a2 − δa2g

2b = 0, (3.247)

u2hau2 − δa2h
2 + 2ha = 0. (3.248)

Пiдставивши нелiнiйностi(??) у систему рiвнянь (??)–(??), при-
ходимо до висновку, що λ12 = m11 = m12 = m22 = n1 =

= n2 = 0. Отже, нелiнiйностi F,G,H мають вигляд (??).
П’ятий пункт теореми доведено.
Розглянемо систему з нелiнiйностями (??). В даному випадку

оператор масштабних перетворень має вигляд D = 2x0∂0 + x1∂1 +

+ k3I + m3u
2∂u1. Не втрачаючи загальностi, в силу лiнiйної комбi-

нацiї операторiв можна вважати k3 = 0. Тодi координати оператора
масштабних перетворень мають вигляд

ξ0 = 2x0, ξ
1 = x1, η

a = δa1m3u
2. (3.249)

Пiдставивши (??) у (??), одержимо

δb2f
a1 − δa1f

2b = 0, (3.250)

u2gabu1 −mgab + δb2g
a1 − δa1g

2b = 0, (3.251)

u2hau2 − δa1h
2 − 2mha = 0, (3.252)

m = 1
k3æ−m3

Пiдставивши нелiнiйностi(??) у систему рiвнянь (??)–
(??), одержуємо: ψ11 = m11e

mω, ψ21 = m21e
mω, χa =

= nae
2mω, ω = u1

u2 − ælnu2. Таким чином, нелiнiйностi F,G,H мають
вигляд (??).

Шостий пункт теореми доведено.
Для доведення сьомого пункту теореми розглянемо нелiнiйностi

(??) при æ = 0. Оператор масштабних перетворень має вигляд D =

2x0∂0 + x1∂1 + k3I + m3u
2∂u2. Не втрачаючи загальностi, аналогiчно

до попереднiх випадкiв теореми можна вважати k3 = 0, а координати
оператора рiвними

ξ0 = 2x0, ξ
1 = x1, η

a = −δa2m3u
2 (3.253)
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Система (??) за умов (??) набуде вигляду

δb2f
a2 − δa2f

2b = 0, (3.254)

m3(u
2gabu2 + δb2g

a2 − δa2g
2b) + gab = 0, (3.255)

m3(u
2hau2 − δa2h

2) + 2ha = 0. (3.256)

Пiдставивши (??) у систему рiвнянь (??)–(??) та розв’язавши її одер-
жуємо, що ψ11 = λ11

u1

u2 , ψ
21 = λ21, χ

1 = n1(
u1

u2 )3, χ2 = n2(
u1

u2 )2, m3 = 1.
Таким чином, нелiнiйностi F,G,H набувають вигляду (??).

Сьомий пункт теореми доведено.
Для доведення восьмого пункту теореми вкажемо координати

оператора масштабних перетворень

ξ0 = 2x0, ξ
1 = x1, η

a = k3u
a − εabm3u

b (3.257)

Система (??) з урахуванням (??) набуває вигляду

m3(εcbf
ac − εacf cb) = 0, (3.258)

(k3u
c − εcbub)gabuc + gab −m3(εcbg

ac − εacgcb) = 0, (3.259)

(k3u
c − εcbub)hauc + 2ha − (δack3 − εacm3)h

c = 0. (3.260)

Пiдставимо (??) у систему рiвнянь (??)–(??). Система (??) задоволь-
няється тотожньо. Iз системи (??)випливає

24(
−→
k ⊥β̇1 −

−→
k β̇2) +

−→
k ⊥β1 −

−→
k β2 = 0,

24[
−̇→
β
⊥
− k2(

−→
k β̇1 −

−→
k ⊥β̇2)] +

−→
β ⊥ − k2(

−→
k β1 −

−→
k ⊥β2) = 0.

(3.261)

Загальним розв’язком системи (??) будуть функцiї

−→
β = −→me−

1
24ω, (3.262)

де −→m = {m1,m2}, ma — довiльнi сталi. Пiсля спрощень система (??)
перепишеться наступним чином

24(χ̇1 + χ̇2) + 2(χ1 + χ2) +m3(χ
1 − χ2) = 0,

24(χ̇1 − χ̇2) + 2(χ1 − χ2)−m3(χ
1 + χ2) = 0.

(3.263)
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Загальним розв’язком системи (??) будуть функцiї

χ1 = [−→n−→u cosm3

4 ω +−→n−→u ⊥sinm3

4 ω]e−
ω
4 ,

χ2 = [−−→n−→u ⊥cosm3

4 ω +−→n−→u sinm3

4 ω]e−
ω
4 .

(3.264)

Пiдставивши (??) та (??) у (??), одержимо нелiнiйностi (??).
Восьмий пункт теореми доведено.
Для iнших систем класу (??), iнварiантних вiдносно алгебри Га-

лiлея, розширення алгебри Галiлея оператором масштабних перетво-
рень неможливе.

Теорема доведена.

3.7. Зображення узагальненої алгебри Галiлея

Розширимо алгебру Галiлея (??) проективним оператором, для
якого виконуються наступнi комутацiйнi спiввiдношення

[∂0, X6] = D, [∂1, X6] = G, [G,X6] = 0,

[∂1, X6] = 0, [D,X6] = 2X6.
(3.265)

Одержану алгебру назвемо узагальненою алгеброю Галiлея, а опера-
тор X6 проективним оператором i позначимо його П.

Встановимо зображення узагальненої алгебри Галiлея, вiдносно
якої може бути iнварiантна система (??).

Згiдно (??) загальний вигляд проективного оператора є насту-
пним

П = A6(x0)∂0 +B6(x0, x1)∂1 +[α6ab(x0, x1)u
b+β6a(x0, x1)]∂ua, (3.266)

де A6, B6, α6ab, β6a — довiльнi гладкi функцiї вiдповiдних аргументiв.
З комутацiйних умов [∂0,П] = D та [∂1,П] = G одержуємо, що

П = x2
0∂0 + x0x1∂1 + x0Q3 + x1Q2 +

x2
1

2
Q1 +Q4, (3.267)

де Q4 = α4
abu

b + β4
a, α4

ab, β
4
a — довiльнi сталi.
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З iнших комутацiйних спiввiдношень (??) маємо

[Q1, Q4] = 0, [Q2, Q4] = 0, [Q3, Q4] = 2Q4. (3.268)

Таким чином, узагальнена алгебра Галiлея для системи (??) має
вигляд

AG2(1, 1) = 〈∂0, ∂1, G = x0∂1 + x1Q1 +Q2, Q1,

D = 2x0∂0 + x1∂1 +Q3,

П = x2
0∂0 + x0x1∂1 + x0Q3 + x1Q2 + x2

1

2 Q1 +Q4〉,
(3.269)

де оператори Q1, Q2, Q3, Q4 задовольняють умови (??), (??), (??).

3.8. Iнварiантнiсть системи (??) вiдносно узагальненої
алгебри Галiлея

Знайдемо вигляд нелiнiйностей F,G,H, при яких система (??)
iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея.В роботi [?] по-
казано, що з врахуванням (??) i з точнiстю до перетворень еквiва-
лентностi (??) iснує шiстнадцять нееквiвалентних наборiв операто-
рiв Q1, Q2, Q3, Q4, для яких виконуються комутацiйнi спiввiдношення
(??), (??), (??).

Використавши результати вказаної роботи [?], одержимо насту-
пне твердження.

Теорема 4.9 Система рiвнянь (??) iнварiантна вiдносно уза-
гальненої алгебри Галiлея тодi i тiльки тодi, коли вона з точнiстю
до перетворень еквiвалентностi (??) має один з наступних вигля-
дiв

U0 = ∂1

[(
λ11 0

0 λ22

)
U1

]
+

+

(
−u2 m12

0 −u2

)
U1 + 1

2(u2)2

(
1

0

)
,

(3.270)
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причому Q1 = ∂u1, Q2 = ∂u2, Q3 = (λ11 +m12)∂u1 − u2∂u2, Q4 = 0;

U0 = ∂1

[(
λ11 −u1

u2

0 −1
2

)
U1

]
+

+

(
m11u

1 0

m21u
2 0

)
U1 + (u1)2

(
n1u

1

n2u
2

)
,

(3.271)

причому Q1 = u2∂u2, Q2 = 0, Q3 = −u1∂u1 + 1
2u

2∂u2, Q4 = 0;

U0 = ∂1

[(
λ11 0

0 λ22

)
U1

]
+

+

(
−u1 0

m21u
2 −(2λ22 + 1)u1

)
U1 + (u1)2u2

(
0

λ22 + 1
2

)
,

(3.272)

причому Q1 = u2∂u2, Q2 = ∂u1, Q3 = −u1∂u1+(λ22+m21)u
2∂u2, Q4 = 0;

U0 = ∂1

[(
−1

2 0

0 − 1
2m1

)
U1

]
+

+ω2

(
−m1m11 m11

u1

u2

−m1m12
u2

u1 m12

)
U1 + ω4

(
n1u

1

n2u
2

)
,

(3.273)

причому Q1 = u1∂u1 +m1u
2∂u2, Q2 = 0, Q3 = −1

2

(
I +m1u

2∂u2

)
, Q4 =

= 0, ω = u2

(u1)m1
, m1 6= 0;

U0 = ∂1

[(
−1

2 0

0 −1
2

)
U1

]
+ u2

u1

(
n1u

1

n2u
2

)
, (3.274)

причому Q1 = I,Q2 = 0, Q3 =
(
−1

2 + n1

n1−n2

)
I − 2u2∂u2, n1 6= n2

Q4 = 1
n1−n2

u1∂u2;

U0 = ∂1

[
−1

2

(
1 −1

0 1

)
U1

]
+

+e−2ω

(
m11 +m21

u1

u2 −(u
1

u2 + 1)(m11 +m21
u1

u2 )

m21 −(u
1

u2 + 1)m21

)
U1+

+e−4ω

(
n1u

2 + n2u
1

n2u
2

)
,

(3.275)

причому Q1 = I + u2∂u1, Q2 = 0, Q3 = −1
2I, Q4 = 0, ω = u1

u2 − lnu2;
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U0 = ∂1

[
−1

2

(
k1 −k2

k2 k1

)
U1

]
+

+e
1
k2
ω

(
2k1
−→
k −→m − 2u1

−→u 2
−→m−→u 2k1

−→
k ⊥−→m − 2u2

−→u 2
−→m−→u

2k2
−→
k −→m − 2u2

−→u 2
−→m−→u 2k2

−→
k ⊥−→m + 2u1

−→u 2
−→m−→u

)
U1+

+e
2
k2
ω

( −→n−→u
−−→n−→u ⊥

)
,

(3.276)

причому Q1 = k1I − k2J,Q2 = 0, Q3 = −1
2I, Q4 = 0, ω = k2 ln−→u 2 +

+ 2k1arctg
u2

u1 , −→m = (m1,m2), |
−→
k | = 1, k2 6= 0.

У формулах (??)–(??) λab,mab,ma, ka, na — довiльнi сталi,
a, b = 1, 2.

Доведення. Розглянемо систему з нелiнiйностями (??). Для
системи з такими нелiнiйностями узагальнення розширеної алгебри
Галiлея згiдно [?] може бути лише при Q4 = 0. Тодi оператор Π має
наступнi координати

ξ0 = x2
0, ξ

1 = x0x1, η
a = δa1

x2
1

2 + δa2(−x0u
2 + x1). (3.277)

Пiдставимо (??) у (??) та розщепимо одержанi рiвностi по x0, x1.
В результатi отримаємо системи рiвнянь (??), (??), що виконуються
за вказаних умов (m2 = 0, k2 = 1) та (??),(??), якi задовольняються
з попередньої теореми, а також систему

fa1 + ga2 + δa2u
2 + δa1k3 = 0. (3.278)

З (??) та (??) випливає, щоm12 = k3−λ11. Таким чином, нелiнiйностi
(??) набувають вигляду (??).

Отже, перший пункт даної теореми доведено.
Для доведення другого пункту пiдставимо у (??) нелiнiйностi

(??) та координати вiдповiдного проективного оператора

ξ0 = x2
0, ξ

1 = x0x1, η
a = (−δa1

x0

k+1 + δa2(
x2

1

2 +m3x0))u
a. (3.279)

При цьому одержимо систему рiвнянь (??), (??), (??), (??), (??), (??),
(??), (??) та систему

u2fa2 + δa1

k+1u
1 − δa2m3u

2 = 0. (3.280)
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З (??) та (??) випливає, що k = 0, m3 = 1
2 .

Таким чином, другий пункт теореми доведено.
Розглянемо третiй пункт теореми 4.8. В даному випадку система

має нелiнiйностi (??), а координати проективного оператора мають
вигляд

ξ0 = x2
0, ξ

1 = x0x1, η
a = −δa1(−x0u

1 + x1) + δa2(
x2

1

2 +m3x0)u
2.

(3.281)

Пiдставимо нелiнiйностi (??) та координати проективного оператора
(??) у ( ?? ).Одержимо систему рiвнянь ( ??) , (??), (??), (??), (??),
(??), (??), (??) та систему

u2fa2 + ga1 + δa1u
1 − δa2m3 = 0. (3.282)

З (??) та (??) випливає, що m3 = λ22 +m21.
Отже, третiй пункт теореми доведено.
Для доведення четвертого пункту даної теореми пiдставимо у

(??) нелiнiйностi (??) та координати проективного оператора

ξ0 = x2
0, ξ

1 = x0x1, η
a = δa1(k3x0 + x2

1

2 )u1 + δa2(−x0

k +m1
x2

1

2 )u2.

(3.283)

В результатi одержимо систему рiвнянь (??), (??), (??), (??), (??),
(??), (??), (??) та систему

u1fa1 +m1u
2fa2 − δa1k3u

1 − δa2
u2

k = 0. (3.284)

З (??) та (??) випливає, що k = 2, k3 = −1
2 . Нелiнiйностi (??) набу-

дуть вигляду (??), що доводить четвертий пункт теореми.
Розглянемо п’ятий пункт теореми 4.8. В даному випадку система

має нелiнiйностi (??), а координати проективного оператора мають
вигляд

ξ0 = x2
0, ξ

1 = x0x1, η
a = (x

2
1

2 + k3x0)u
a + δa2(−2x0u

2 + k4u
1). (3.285)
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Пiдставимо нелiнiйностi (??) та координати проективного оператора
(??) у (??). Одержимо систему рiвнянь одержимо систему рiвнянь
(??), (??), (??), (??), (??), (??), (??), (??) при m1 = 1,m11 = m12 =

0, k = 1
2 та систему

k4u
1hau2 − δa2h

1 − δab u
b

2 − k3u
a + 2δa2u

2 = 0, gab = 0. (3.286)

З (??) та (??) випливає, що k4 = 1
n1−n2

.
Таким чином, п’ятий пункт теореми доведено.
Для нелiнiйностей (??) координати проективного оператора ма-

ють вигляд

ξ0 = x2
0, ξ

1 = x0x1, η
a = (k3x0 + x2

1

2 )ua + δa1(m3x0 + æx2
1

2 )u2. (3.287)

При пiдстановцi (??) та (??) у (??) одержимо систему рiвнянь (??),
(??), (??), (??), (??), (??), (??), (??) та систему

ubfab + æu2fa1 − k3u
a − δa1m3u

2 = 0. (3.288)

З (??) та (??) випливає, що æ = 1, m = −2, k3 = −1
2 , m3 = 0. Тодi

нелiнiйностi (??) набудуть вигляду (??).
Отже, шостий пункт теореми доведено.
Зауважимо, що згiдно результатам роботи [?] узагальнення роз-

ширеної алгебри Галiлея (??) у випадку нелiнiйностей (??) проектив-
ним оператором (??) є неможливим.

Якщо нелiнiйностi F,G,H мають вигляд (??), то координати
проективного оператора будуть наступними

ξ0 = x2
0, ξ

1 = x0x1, η
a = (k3x0 + k1

x2
1

2 )ua + (εbam3x0 + εabk2
x2

1

2 )ub.

(3.289)

Пiдставивши (??) та (??) у (??) одержимо систему рiвнянь (??), (??),
(??), (??) та систему

(k1u
b + εbck2u

c)fab − k3u
a − εabm3u

b = 0. (3.290)
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Пiдставивши нелiнiйностi (??) у (??) одержимо, що k3 = −1
2 , m3 = 0.

Тому нелiнiйностi (??) набудуть вигляду (??), що доводить сьомий
пункт даної теореми.

Для iнших випадкiв теореми 8 приєднання до розширеної алгеб-
ри проективного оператора неможливе або одержанi системи визна-
чальних рiвнянь є несумiсними.

Теорема доведена.
Зауваження 4.2. Система (??) є узагальненням рiвнянь сис-

теми хемотаксису, яка описує формування та поширення хемотак-
сисних кiлець Адлера [?] та рiзнi процеси структуроутворення в бак-
терiальних колонiях при їх взаємодiї. [?]. ЇЇ симетрiйнi властивостi
вивченi в роботi [?].

Якщо у системi (??) перейти до функцiї комплексної змiнної, то
одержимо узагальнення рiвняння Гiнзбурга-Ландау, яке є основним
нелiнiйним рiвнянням фiзики нерiвноважних середовищ i виникає
при описi дифузного хаосу i дисипативних структур в гiдродинамiцi,
фiзицi лазерiв та хiмiчний кiнетицi

ψ0 = −k
2
ψ11 +

[
m∗

2
(2k1kψ

∗ψ1 − (|
−→
ψ |2)1) + n∗|

−→
ψ |4e2w

]
e2wψ, (3.291)

де ψ = u1+iu2, k,m, nεC. Симетрiйнi властивостi рiвняння Гiнзбурга–
Ландау без деривативного члена вивчались Нiкiтiним А.Г. в роботах
[?], [?].

При k1 = 0 з рiвняння (??) можна одержати узагальнення рiв-
няння Шредiнгера з деривативною нелiнiйнiстю

iψ0 = 1
2ψ11 + [α(|ψ|2)1 + β|ψ|4]ψ, (3.292)

де α, βεC.
Рiвняння (??) належить до класу рiвнянь

iψ0 = 1
2ψ11 + (λ1 + λ2|ψ|2 + λ3|ψ|4+

+λ4∂1|ψ|2)ψ + (λ5 + λ6|ψ|2)∂1ψ,
(3.293)

якi використовується для моделювання хвильових процесiв в рiзних
роздiлах фiзики, таких як нелiнiйна оптика [?], [?], [?]. Зокрема, рiв-
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няння (??) описують альвеновськi хвилi з круговою поляризацiєю –
магнiтогiдродiнамiчнi хвилi, що розповсюджуються в плазмi в магнi-
тнгому полi [?], [?], [?], хвилi Стокса у рiдинi скiнченої глибини та
iн.

Системи (??) та (??) узагальнюють результати, одержанi для
системи рiвнянь хемотаксису [?] та нелiнiйної системи рiвнянь конвекцiї-
дифузiї [?] вiдповiдно. Системи (??), (??) є узагальненням результа-
тiв Чернiги Р.М.та Кiнга Дж. [?], [?], [?], [?],[?] а системи (??), (??)
— Нiкiтiна А.Г. та Вiлштира Р. [?] , [?], [?], [?], [?], що були одер-
жанi у роботах по дослiдженню симетрiйних властивостей системи
реакцiї-дифузiї. Поряд з цим встановлено систему (??), яка не може
бути одержана iз узагальнення ранiше вiдомих систем, iнварiантних
вiдносно алгебри Галiлея.

Таким чином, нами вказано зображення алгебри Галiлея, розши-
реної та узагальненої алгебр Галiлея для системи реакцiї-конвекцiї-
дифузiї. Для кожного з можливих зображень з точнiстю до перет-
ворень еквiвалентностi (??), (??) знайдено нелiнiйностi fab, gab, ha,
при яких система (??) iнварiантна вiдносно даної алгебри. Одержанi
системи володiють симетрiйними властивостями, характерними для
рiвнянь, що описують процеси, якi пiдпорядковуються принципу вiд-
носностi Галiлея. Серед них мiстяться такi вiдомi рiвняння, як рiв-
няння Шредiнгера, система хемотаксису, рiвняння Гiнзбурга-Ландау
та iншi. Виходячи з вище сказаного одержанi системи можуть претен-
дувати на роль математичних моделей реальних фiзичних процесiв.
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