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ПЕРЕДМОВА 

Навчальний посібник, зміст якого є одним із результатів бага-
торічної праці автора на декількох викладацьких посадах кафедри 
теоретичної механіки Полтавського національного технічного уні-
верситету імені Юрія Кондратюка, складається з двох частин: тео-
ретичної і практичної. У теоретичній частині викладені відповідні 
розділи (параграфи) теми «Плоскопаралельний рух твердого тіла» 
загального курсу лекцій навчальної дисципліни «Теоретична меха-
ніка», де усебічно розглянуто й пояснено всі необхідні кінематичні 
поняття, положення та властивості плоскопаралельного руху твер-
дого тіла. Практична частина містить тринадцять різноманітних 
задач на визначення швидкостей точок і кутових швидкостей тіл, 
які виконують той чи інший вид плоскопаралельного руху. Усі за-
дачі є різного рівня складності певними інженерними задачами, 
уміння розв’язувати які необхідне для висококваліфікованого про-
ектування та конструювання пристроїв, виробів і приладів меха-
нізації й автоматизації сучасного виробництва, оскільки переваж-
на більшість складових конструктивних елементів цих приладів і 
виробів перебувають саме у плоскопаралельному русі. 

Нумерація самої теми, її параграфів та формул відповідає 
тому курсу теоретичної механіки, що викладає автор; для читачів, 
котрі не є студентами, зазначену нумерацію необхідно сприймати 
за умовну. Основні поняття, визначення та висновки, які бажано 
(насправді йдеться про те, що обов’язково треба) вивчити на-
пам’ять, позначені в тексті символом . Рекомендації, зауважен-
ня, поради й уточнення позначено символом . 

Розв’язування задач 123, 133 і 134, котрі автор використовує 
при проведенні відповідних практичних занять, наведено з таки-
ми детальними поясненнями, коментарями та порадами, щоб у 
читачів посібника виникало відчуття присутності на зазначених 
заняттях. Задачі 125127 і 136140 – це задачі домашніх завдань 
студентів, які, певна річ, призначені для їх самостійної роботи. Усі 
задачі є прикладами виконання різних індивідуальних варіантів 
розрахунково-графічної роботи з теоретичної механіки на тему 
«Визначення швидкостей точок і кутових швидкостей ланок ба-
гатоланкового механізму». 
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ТЕМА 15 ► ППЛЛООССККООППААРРААЛЛЕЕЛЛЬЬННИИЙЙ  РРУУХХ  

ТТВВЕЕРРДДООГГОО  ТТІІЛЛАА   
 

§ 15.1. ВИЗНАЧЕННЯ Й ВЛАСТИВОСТІ 
ПЛОСКОПАРАЛЕЛЬНОГО РУХУ ТВЕРДОГО ТІЛА 

 Плоскопаралельний (або плоский) рух твердого тіла – 
це такий рух, при якому всі точки тіла рухаються тільки у 
певних площинах, паралельних деякій нерухомій площині. 

 

 Плоскопаралельний рух є складним рухом, але найпростішим се-
ред складних рухів твердого тіла. У виробничій або тій чи іншій 
практичній діяльності людства плоскопаралельний рух матеріальних 
тіл різноманітного призначення зустрічається найбільш часто. 

Розглянемо й дослідимо плоскопаралельний рух твердого тіла 
будь-якої довільної форми. 

Візьмемо деяку певну 
нерухому площину 1 ; про-
ведімо іншу також нерухому 
площину  , яка паралельна 
площині 1  і перетинає роз-
глядуване рухоме тіло. Не-
хай S  – переріз тіла площи-
ною   (рис. 15.1). Із визна-
чення плоскопаралельного 
руху очевидно, що переріз 
S , рухаючись разом із роз-
глядуваним тілом, весь час 
буде перебувати тільки в 
площині  . 

 
 

   Рис. 15.1 

Установимо властивості плоскопаралельного руху розгляду-
ваного тіла. Для цього візьмімо будь-яку його точку А, що нале-
жить перерізу S , і проведімо через неї відрізок 21АА , перпендику-

лярний перерізу S , де 1А  і 2А  – точки на поверхні тіла. Оскільки 
переріз, як установлено вище, при русі тіла весь час перебуває в 
площині  , то відрізок 21АА  весь час є перпендикулярним до цієї 
площини й, отже, рухаючись разом із розглядуваним тілом, лиша-
ється паралельним самому собі. За цією ознакою встановлюємо, 
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що при русі тіла його відрізок 21АА  здійснює поступальний рух, 
через що всі точки цього відрізка мають однакові кінематичні ха-
рактеристики, такі ж, як і точка А перерізу S . Неважко зрозумі-
ти, що всі точки тіла, які належать, наприклад, відрізку 21ВВ , ма-
ють однакові кінематичні характеристики з точкою В  перерізу S ; 
якщо ж провести через усі інші точки перерізу S  аналогічні відріз-
ки (див. рис. 15.1), то, звісно, й висновки будуть аналогічними. З 
усвідомлення встановленого зрозуміло, що плоскопаралельний рух 
розглядуваного твердого тіла однозначно визначає рух перерізу S , 
одержаного перетином цього тіла будь-якою площиною  , пара-
лельною до нерухомої площини 1 . Тобто, вивчаючи плоскопара-
лельний рух твердого тіла, достатньо розглядати й досліджувати 
рух певного перерізу S  тіла у відповідній площині  . 

 
                                    
                     Рис. 15.2 

       Тож розглянемо рух 
перерізу S  у площині  , 
розташувавши в ній де-
картову систему коор-
динат Oxy . Візьмемо дві 
довільні точки А і В  пе-
рерізу. За визначенням 
плоскопаралельного руху 
обидві точки певним 
чином рухаються тільки 
в площині  ; у такому 

разі положення цих точок однозначно встановлюють чотири коор-
динати Ax , Ay , Bx  і By  (рис. 15.2). Згідно з відповідною теоремою 
аналітичної геометрії 

     22
AB

2
AB AByyxx  .                            () 

Оскільки ж розглядається абсолютно тверде тіло, то віддаль 
між будь-якими точками його лишається незмінною, що безумовно 
стосується й обраних точок. Тобто при русі перерізу S  у будь-

якому його положенні constАB   (але constAB  ). Це означає, що в 
наведеній формулі () з чотирьох координат Ax , Ay , Bx  й By  неза-
лежними є тільки три. Приєднання ж будь-якої нової точки (на-
приклад, C ) ніяк не збільшує кількості незалежних координат, 
оскільки кожним двом новим координатам Cx  та Cy  відповідають 
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дві рівності constCА   і constCB  , які визначають незмінність 
віддалей до обраних спочатку точок А та В . 

Таким чином, для однозначного задання положення й руху 
перерізу S  у площині   достатньо знати положення та рух двох 
його довільних точок А і В  або, що те саме, рух відрізка АB . 

Розглянуте й установлене приводить до висновку: 
 плоскопаралельний рух твердого тіла зводиться до руху до-

вільного відрізка АB  перерізу S , одержаного перетином цьо-
го тіла площиною  , паралельною до нерухомої площини 1 , 
(тобто кінематика плоскопаралельного руху твердого тіла 
зводиться до кінематики відповідного відрізка на площині). 

 
§ 15.2. РОЗКЛАДАННЯ Й РІВНЯННЯ 

ПЛОСКОПАРАЛЕЛЬНОГО РУХУ ТВЕРДОГО ТІЛА 
Розглянемо довільний плоскопаралельний рух твердого тіла1. 
Нехай у певний момент часу 1t  переріз S  розглядуваного тіла 

перебував у початко-
вому положенні I , а за 
якийсь скінчений про-
міжок часу 12 ttt   
здійснив у площині   
перехід у кінцеве по-
ложення II ; при цьому 
дві довільні точки А і 
В  цього перерізу, кож-
на рухаючись по своїй 
траєкторії, відповідно 
перейшли з положень 

1А  та 1B  у положення 

2А  і 2B  (рис. 15.3). 

 
 

  Рис. 15.3 

 Будемо вважати, що переріз S  рухається в площині рисунка і, 
отже, рисунок 15.3 є натуральним зображенням цього перерізу, 
площини   й усіх інших зображених на ньому графічних елементів. 

                                                
1 Зараз і надалі, розглядаючи плоскопаралельний рух певного твердого тіла, згідно з 
викладеним у § 15.1 будемо розглядати й досліджувати рух відрізка AB  (чи будь-
якого іншого), що належить перерізу S  тіла, утвореного відповідною площиною  . 
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Доведімо теорему про те, що дійсний рух перерізу S  із почат-
кового положення у кінцеве можна замінити сукупністю двох уяв-
них (або фіктивних) рухів, і з’ясуймо ще одну властивість плоско-
паралельного руху. Для цього розглянемо два варіанти можливих 
переходів перерізу S  із положення I  у положення II : 

1. Нехай з положення I  переріз S  спочатку рухається посту-
пально в якесь певне проміжне положення так, що точка А 
здійснює рух по своїй траєкторії у кінцеве положення 2А ; при 
цьому точка В , описавши траєкторію, тотожну до траєкторії 
точки А, опиниться в положенні B  (у такому разі говорять, 
що точку А обрано за полюс). Потім переріз S  у площині   
здійснює обертальний рух навколо уявної осі, яка проходить 
через точку 2А  перпендикулярно до площини  , так, щоб точ-

ка B  збіглася з точкою 2В . Позначмо відповідний кут пово-

роту як 1  і звернімо увагу на те, що зазначене обертання 

перерізу S  на кут 1  сталося за рухом годинникової стрілки. 
2. Оберімо за полюс точку В  й аналогічними діями переведімо 

переріз S  із положення I  у положення II ; при цьому посту-
пальний рух перерізу S  буде визначатися траєкторією руху 
точки В , а його обертання на кут 2  буде відбуватися на-

вколо уявної осі, яка відповідно проходить через точку 2В 2; 
знову звернімо увагу на те, що обертання у площині   на кут 

2  сталося також за рухом годинникової стрілки. 
Отже, теорема доведена (навіть двічі). 
 Звісно, перерізу S  належить безліч точок і кожну з них можна 
обрати за полюс, через що й варіантів переходів перерізу з поло-
ження I  у положення II  також може бути безліч. 

Розглянемо тепер не абстрактний плоскопаралельний рух ті-
ла, а два реальні (досить поширені) види плоскопаралельного руху. 

На рисунку 15.4 зображено брус AB , чиї кінці A і B  шарні-
рами приєднані до відповідних повзунів, кожний з яких має мож-
ливість рухатися вздовж своїх напрямних. Нехай за певний про-
міжок часу 12 ttt   точки А та В  відповідно перейшли з поло-
                                                
2 Оскільки переріз S  рухається тільки в площині  , то зазначена уявна вісь завжди 
проходить тільки перпендикулярно до площини  ; через це без будь-яких обмежень 
можна говорити, що переріз S  виконує обертальний рух навколо обраного полюса. 



С.М. ЖИГИЛІЙ     НАВЧАЛЬНИЙ ПОСІБНИК З ТЕОРЕТИЧНОЇ МЕХАНІКИ 

 - 10 - 

жень 1А  і 1B  у положення 2А  і 2B . Протягом цього ж проміжку ча-
су брус AB  виконує плоскопаралельний рух, який можна замінити 
сукупністю фіктивних поступального руху по горизонталі разом із 
полюсом A й обертального руху навколо цього полюса (див. рис. 
15.4,а). Такий же кінцевий результат можна отримати, якщо брус 
AB  здійснить поступальний рух по вертикалі разом із полюсом B  
з наступним обертанням навколо полюса B  (див. рис. 15.4,б). 
 
    а) 

 
 

    б) 

 
 

Рис. 15.4 
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На рисунку 15.5 зображено тіло у вигляді круга (наприклад, 
колесо), що без ковзання котиться по горизонтальній площині. За 
проміжок часу t  точки C  і M  цього круга, рухаючись своїми 
траєкторіями, перейдуть відповідно з положень 1C  та 1M  у поло-

ження 2C  і 2M . Знову-таки, оригінальне кочення круга може бути 
замінене або сукупністю поступального руху по горизонталі разом 
із полюсом C  й обертального руху навколо цього полюса (див. рис. 
15.5,а), або сукупністю поступального руху разом із точкою M  по 
її траєкторії руху3 й обертання навколо точки M  (див. рис. 15.5,б). 

 
    а) 
 

 
 

 
 

Рис. 15.5 
                                                
3 Оскільки точка M  – це точка кола, яке є межею круга, що котиться без ковзання 
по нерухомій площині, то вже з глибокої давнини людству відомо, що траєкторією 
руху цієї точки є циклоїда (певна річ, усі інші точки зазначеного кола також опису-
ють у просторі свої відповідні циклоїди). 
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Розглянувши рисунок 15.3, де зображено фіктивні переходи, 
які замінюють дійсний рух перерізу S , неважко бачити, що пряма 
 1a , на якій розташований відрізок BA2  , і пряма  2a , на котрій 

розміщений відрізок AB2  , паралельні відрізку 11BА , що визначає 

паралельність і самих зазначених прямих. Оскільки відрізок 22BА  

по відношенню до паралельних прямих  1a  і  2a  є певною січною, 

то відповідно до положень елементарної геометрії кути 1  і 2  – 

внутрішні різносторонні й тому 21   . 
Таким чином, незалежно від вибору полюса уявне обертання 

перерізу S  відбувається в одному напрямкові на однаковий кут. 
 До такого самого висновку приведе й аналіз відповідних параме-
трів рухів тіл, наведених на рисунках 15.4 і 15.5. 

Звичайно, сукупність двох фіктивних рухів (поступального 
разом із обраним полюсом та обертального навколо уявної осі, яка 
відповідно проходить через полюс) не відповідає дійсному рухові 
перерізу S  за проміжок часу t , а лише уявно замінює цей рух. 
Більш точно дійсний рух перерізу S  у площині   можна розгляда-
ти як послідовність елементарних рухів: 

 розкладаючи скінчений проміжок часу 12 ttt  , протягом 
якого здійснюється рух із початкового положення I  у кінцеве 

II , на елементарні проміжки часу іt , дістанемо 



n

1i
іtt  , 

де n  – кількість елементарних проміжків; 
 фіксуючи положення перерізу S  на початку й у кінці кожного 

елементарного проміжку, будемо наближено розглядати рух 
протягом проміжку часу t  як послідовність відповідних уяв-
них рухів протягом кожного елементарного проміжку іt . 

У разі зменшення проміжку часу іt  (що автоматично при-

зведе до відповідного збільшення кількості елементарних проміж-
ків) послідовність зазначених уявних рухів буде більш наближеною 
до дійсного руху перерізу S . Для подальшого наближення до дійс-
ного руху необхідно далі зменшувати приріст іt . Переходячи до 

границі (тобто при 0tі   і n ), на підставі доведеної вище 

теореми та внаслідок довільності вибору точок А та В  доходимо 
висновку: 
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 плоскопаралельний рух тіла у кожний момент часу мож-
на розглядати як сукупність двох рухів перерізу S  тіла у 
відповідній площині  : поступального руху разом із довіль-
но обраним полюсом і обертального руху навколо уявної осі, 
що проходить через полюс перпендикулярно до площини  4. 

 

 Важливою властивістю плоскопаралельного руху є те, що йо-
го поступальна частина від вибору полюса залежить, а 
обертальна частина – не залежить. 

 

 Якщо, наприклад, на рисунку 15.4 уявити віртуального спостері-
гача, який не має ніяких антропологічних розмірів (але має очі) і 
знаходиться безпосередньо у точці A , рухаючись разом з нею, то 
цей спостерігач буде бачити певне обертання бруса AB  навколо се-
бе. Якщо ж аналогічний спостерігач перебуватиме у точці B , то він 
буде бачити точно таке саме і за напрямком, і за характером обер-
тання бруса, але навколо свого місця перебування (більш строге ма-
тематичне доведення наведеного факту див. далі на с. 20). 

Визначимо плоскопаралельний рух аналітично (або, іншими 
словами, встановимо рівняння плоскопаралельного руху). Для цьо-
го сумістимо з площиною   декартові осі Ox  і Oy  та оберемо за 

полюс довільну точку А перерізу S , позначивши її координати Ax  

і Ay  (рис. 15.6). Тоді згідно з формулою (10.4) [1] рівняння  txxA   

та  tyyA   визначають закон руху полюса А та, певна річ, посту-
пальну частину руху перерізу S .  Для визначення обертальної час- 

 
 

Рис. 15.6 

тини руху проведімо через по-
люс А дві півпрямі Аk  і А , з 
яких Аk  рухається самостійно 
поступально разом із полюсом 
А, а А  – жорстко з’єднана з 
перерізом S  та, отже, разом з 
ним обертається навколо полю-
са А. Оскільки під час руху пе-
рерізу S  кут kA , який позна-
чимо  , буде тим чи іншим чи-
ном змінюватися, то згідно з 
формулою (14.1) законом зміни  

                                                
4 Див. зноску 2 на с. 9. 
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цього кута є залежність  t  , котра й визначає обертання пів-
прямої А  навколо полюса А, а також і обертальну частину руху 
перерізу S . 

Отже, 
 
 
  












t
,tyy
,txx

A

A


 

 
(15.1) – рівняння (або закон) 

плоскопаралельного 
руху твердого тіла. 

 Функції  tx ,  ty  і  t  є однозначними, неперервними й у 

більшості задач двічі диференційованими функціями часу. 

 Варто розуміти й знати, що частинними випадками плоскопара-
лельного руху є: 1) обертальний рух твердого тіла навколо нерухомої 
осі (у тому разі, коли в (15.1) constxA   і constyA  ); 2) поступаль-
ний рух тіла у певній площині (у тому разі, коли в (15.1) const ). 

 
§ 15.3. ШВИДКОСТІ ТОЧОК ТІЛА 

ПРИ ПЛОСКОПАРАЛЕЛЬНОМУ РУСІ 
Розглянемо плоскопаралельний рух твердого тіла5 та визна-

чимо швидкість Bv


 довільної точки В  цього тіла. 
Нехай закон руху розглядуваного тіла має вигляд 

 ,txxA     ,tyyA     t  , 
де перші два рівняння є законом руху довільної точки А пе-

рерізу S , а останнє рівняння – закон обертального руху перерізу S  
у відповідній площині  . 

Маючи наведений закон руху й обравши точку А за полюс, 
для певного моменту часу t  за формулами (11.7) (11.10) [1] можна 
однозначно встановити вектор Av


 швидкості полюса, а за форму-

лою (14.2) – значення кутової швидкості   обертання перерізу S . 
Нехай у цей момент часу переріз S  та його відрізок AB  перебува-
ють у зображеному на рисунку 15.7,а положенні, точка А має 
швидкість Av


, а переріз S  – кутову швидкість  6. 

                                                
5 Див. зноску 1 на с. 8. 
6 Нагадаємо, що відповідно до формули (14.2)   ; отже, якщо у якийсь момент 

часу похідна 0 , то у цю мить переріз S  обертається проти руху годинникової 
стрілки, якщо ж 0  – за рухом останньої. 
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  а)                                                б) 

 
 

Рис. 15.7 
 

Дослідимо рух точок А і В  у векторній формі (див. [1] § 10.2). 
Для цього візьмемо довільну точку 1O  нерухомої площини   за по-

чаток відліку та зобразимо радіуси-вектори Ar  і Вr


, які визначають 
положення точок А та В  відповідно; введімо також радіус-вектор 

AB  (див. рис. 15.7,б). Через те що розглядається абсолютно тверде 
тіло, то віддаль між точками А і В  лишається незмінною; оскільки 

ж радіус-вектор AB  з’єднує дві точки перерізу S , то при русі тіла 
зазначений радіус-вектор обертається разом з перерізом навколо 
полюса А (аналогічно до півпрямої А  на рисунку 15.6). Тобто 

constАB  ,   але   constAB  . 
З рисунка 15.7,б очевидно, що 

ABrr AВ 


                                         () 
і така залежність між цими радіусами-векторами зберігається 
протягом усього часу руху тіла. 

При векторному способі задання руху згідно з формулою 

(11.2) [1] 
dt

rd 
v . Отже, для встановлення вектора Bv


 швидкості 

руху точки B  берімо похідну за часом від виразу (), враховуючи, 
що похідна від суми дорівнює сумі похідних: 

 
dt
ABd

dt
rdABr

dt
d

dt
rd A

A
В

B 





v .                     () 

Знову-таки, відповідно до формули (11.2) [1] в диференціаль-

ному рівнянні () A
A

dt
rd v

 , де Av


 – вектор швидкості точки А; по-
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хідна ж 
dt
ABd

 визначає ту швидкість (позначимо її ABv


), яку отри-

мує точка В  за умови, що constrA 


 (тобто за умови, що полюс А 
не рухається), а переріз S  лише виконує обертальний рух навколо 
уявної осі, котра проходить через полюс А перпендикулярно до 
площини  . Тоді за формулою Ейлера (14.12) 

ABAB 
v , 

де 

 – вектор кутової швидкості, який згідно з розглянутим і 

доведеним у § 14.6 проходить у відповідному напрямку через по-
люс А перпендикулярно до площини  . 
 Швидкість ABv


 називають обертальною (або лінійною) 

швидкістю точки В  в обертальному русі перерізу S  
навколо полюса А. 
Узявши до уваги викладене, надамо залежності () вигляду 

ABAB  
 vv                                 (15.2) 

або 

ABAB vvv 
 .                                  (15.3) 

Формули (15.2) і (15.3) є аналітичними записами теореми 
про швидкості точок тіла при плоскопаралельному русі: 
 швидкість будь-якої точки перерізу S  дорівнює геометрич-

ній (векторній) сумі швидкості точки, обраної за полюс, і обе-
ртальної швидкості цієї точки в обертальному русі перерізу S  
навколо обраного полюса. 
Згідно з формулою (14.9) модуль обертальної швидкості точки 

В  в обертальному русі перерізу S  навколо полюса А 
 BAABv ,                                   (15.4) 

де BA – радіус обертання точки B  в обертальному русі пере-
різу S  навколо полюса A,   – кутова швидкість перерізу S . 

Відповідно до висновків, отриманих у § 14.5, вектор ABv


 про-
ходить перпендикулярно до відрізка BA і напрямлений за напрям-
ком кутової швидкості  , тобто 

BAAB v .                                     (15.5) 
 Зауважимо, що формула (15.4) є свідченням того, що модуль обе-
ртальної швидкості будь-якої точки перерізу S  пропорційний відда-
лі від цієї точки до точки, обраної за полюс. 
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У разі потреби на розрахункових схемах чи будь-яких інших 
кресленнях-рисунках вектор Bv


 швидкості точки В  зображують за 

правилом паралелограма, сторонами якого є вектори Av


 і ABv


, 
будуючи його або безпосередньо від точки В  (див. рис. 15.7,б чи 
далі рис. 15.11), або від довільно обраної точки, що доречно роз-
ташована де-небудь поруч із зображенням перерізу S  (див. далі 
рис. 15.8). Певна річ, замість паралелограма можна будувати век-
торний трикутник швидкостей, відповідними сторонами якого 
є Av


, ABv


 та Bv


 (див. далі рис. 15.9 і 15.10). 
У попередньому параграфі ми дійшли висновку, що рух пере-

різу S  у кожний момент часу можна розглядати як сукупність по-
ступального руху разом із довільно обраним полюсом і обертально-
го руху навколо полюса. Формули (15.2) і (15.3) є безумовним під-
твердженням цього висновку: вектор Av


 відповідає поступальній 

частині плоскопаралельного руху (при цьому всі точки перерізу S  
начебто рухаються тотожними траєкторіями, які відтворюють 
траєкторію руху полюса A з однаковими швидкостями Av


), а век-

тор ABAB 
v  відповідає обертальній частині плоскопаралельно-

го руху (при цьому всі точки перерізу S  начебто беруть участь у 
його обертанні навколо полюса), що відповідно зображено на ри-
сунках 15.815.11. 

 

 
 

Рис. 15.8 
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Для прикладу знову розглянемо зображений на рисунку 15.4 
плоскопаралельний рух бруса AB . Нехай у певний момент часу t  
брус перебуває у положенні, яке визначається кутом  ; безсумнів-
но, що при русі бруса кут   неперервно змінюється, тобто  tf . 

Уважаючи, що у цей момент часу швидкість Av


 кінця A відома, 

знайдемо швидкість Bv


 кінця B  і кутову швидкість   бруса, дов-
жина якого  . Обираючи точку A за полюс, будемо розглядати 
дійсний рух бруса як сукупність поступального руху разом з точ-
кою A й одночасного обертання навколо точки A (рис. 15.9). За 
теоремою про швидкості точок тіла при плоскопаралельному русі 

ABAB vvv 
 ,                                  (15.3) 

де згідно з формулою (15.4) модуль   BAABv . 

Зауважимо, що, хоча й відомо те, що вектор ABv


 проходить 

під прямим кутом до відрізка BA ( BAAB v ), але його величина ABv  
невідома. Однак це компенсується тим фактом, що відомо напря-
мок вектора Bv


, що дозволяє однозначно зобразити трикутник 

швидкостей, який відповідає векторній сумі (15.3) (див. рис. 15.9). 
 

 
 

Рис. 15.9 
 

Пам’ятаючи, що  ABv  і розв’язуючи отриманий трикут-

ник, дістанемо  
A

Btg
v
v

 ,  
AB

Acos
v
v

 , звідки  
cos

A
AB

vv  ,  а 
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tgAB  vv     і    



cos

AAB





vv
. 

Такий же результат можна отримати, обираючи за полюс точ-
ку B : розглядаючи реальний рух бруса як поступальний рух з точ-
кою B  і одночасний обертальний рух навколо цієї точки 
(рис. 15.10), відповідно до формули (15.3) записуємо рівняння 

BABA vvv 
 ,                                (15.3,а) 

де BAv


 – вектор обертальної швидкості точки А в обертально-
му русі розглядуваного бруса навколо полюса В , модуль якої згід-
но з формулою (15.4) 

 ABBAv , 
де AB  – радіус обертання точки A навколо полюса B ; звісно, 

 BAAB . 
Знання напрямку Av


 і того, що ABBA v  дозволяє однозначно 

зобразити трикутник швидкостей, який відповідає векторній су-
мі (15.3,а) (див. рис. 15.10). 

 

 
 

Рис. 15.10 
 

 Звернімо увагу, що у формулах (15.3) і (15.3,а) та на рисунках 
15.9 і 15.10 вектори ABv


 і BAv


 однакові за модулем (  BAAB vv ), 
але протилежні за напрямком. Тобто напрямок вектора обертальної 
швидкості тієї чи іншої точки залежить від вибору полюса, що і має 
бути правильно враховано при графічному зображенні відповідної 
векторної суми. 
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       Також зауважимо, що в обох ситуаціях, розглянутих на рисун-
ках 15.9 і 15.10, кутову швидкість бруса визначає формула 




cos
A





v
. 

Цей факт у кінематиці плоскопаралельного руху має загальне 
значення, на підставі якого можна дійти висновку про те, що ве-
личина кутової швидкості   не залежить від вибору полюса. 

Доведімо це більш строго. 
Нехай А та В  – дві довільні точки розглядуваного перерізу S  

(див. наприклад, рис. 15.8) і полюсу А відповідає кутова швид-
кість A


, а полюсу В  – кутова швидкість B


. Спочатку візьмемо 

за полюс точку А й визначимо швидкість точки В , а потім, оби-
раючи за полюс точку В , знайдемо швидкість точки А. Згідно з 
формулою (15.2) записуємо 

ABAAB  
 vv , 

BABBA  
 vv . 

Виконавши очевидні перетворення, наприклад, першого з 
цих рівнянь, матимемо 

BAABA  
 vv , 

а додавши останні два записані рівняння, дістанемо рівність 

ABBA ABBBAA  
 vvvv , 

звідки 

BABA00 AB  


 

або 

BABA BA  


. 

Не є великою таємницею, що отримана рівність виконується 
лише за умови BA 


 , і, отже, немає ніякої потреби вказувати 

індекс полюса в позначенні кутової швидкості розглядуваного пе-
рерізу S , тобто 




 BA . 

Таким чином, 
 кутова швидкість   обертання перерізу S  тіла, що вико-

нує плоскопаралельний рух, від вибору полюса ніяк не за-
лежить. 
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Розглянемо круг, що котиться без ковзання по нерухомій го-
ризонтальній площині. Нехай у певний момент часу t  цей круг пе-
ребуває у зображеному на рисунку 15.11 положенні, а геометрич-
ний центр C  круга має швидкість Cv


. Знайдемо: а) швидкість до-

вільної точки M  кола, яке є межею розглядуваного круга; б) шви-
дкості характерних точок A, T  (які у розглядуваний момент часу 
визначають вертикальний діаметр круга) й B  (яка у цей момент 
часу перебуває на горизонтально розташованому діаметрі круга); 
в) кутову швидкість   круга, радіус якого r . Обираючи точку C  
за полюс, розділимо оригінальне кочення круга на два складових 
рухи: поступальний рух разом із полюсом C  та обертальний рух 
навколо нього. При цьому характеристикою поступальної складо-
вої кочення є те, що всі точки круга рухаються з однаковою швид-
кістю Cv


, а обертальна складова характеризується тим, що точки 

M , A, B  і T  здійснюють рух по колах навколо полюса C . 
За теоремою (15.3) 

CMCM vvv 
 , 

де CMv


 – вектор обертальної швидкості точки M  в оберталь-

ному русі круга навколо полюса C , модуль якої відповідно до фо-
рмули (15.4) 

 MCCMv , 

де rMC   – радіус обертання точки M  в обертальному русі 
круга навколо полюса C , а   – кутова швидкість круга. 

Згідно з формулою (15.5) вектор CMv


 напрямлений перпенди-

кулярно до відрізка MC  ( MCCM v ) за напрямком кутової швид-

кості  , яка поки що не відома. 
Аналогічно 

CACA vvv 
 ,      CBCB vvv 

 ,      CTCT vvv 
 , 

  rACCAv ,     rBCCBv ,      rTCCTv , 

ACCA v ,      BCCB v ,      TCCT v . 

Кутову швидкість   круга встановимо, дослідивши кінема-
тику точки A, яка у розглядуваному положенні є точкою дотику 
круга до нерухомої горизонтальній площини. Через те що точка A 
не ковзає по нерухомій площині, її швидкість 

0A v , 
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з урахуванням чого відповідна формула набуває вигляду 

CAC0 vv 
 , 

що можливо лише за умови 

CCA vv 
 , 

що відповідно і зображуємо на рисунку 15.11. Певна річ, CCA vv  . 

Урахувавши ж, що  rCAv , дістанемо Cr v , звідки величина 

кутової швидкості 

r
Cv , 

а її напрямок визначає напрямок установленого вектора CAv


 обер-

тальної швидкості точки A в обертальному русі круга навколо по-
люса C  (див. рис. 15.11). 

 

 
 

Рис. 15.11 
 

Маючи значення  , встановлюємо, що 

C
C

CM r
rr vvv   ,      C

C
CB r

rr vvv   , 

C
C

CT r
rr vvv   , 

тобто при коченні без ковзання круга по нерухомій поверхні 
 модуль обертальної швидкості будь-якої точки кола, яке є 

межею розглядуваного круга, в обертальному русі круга на-
вколо точки C  дорівнює модулю швидкості цієї точки. 
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Відклавши на рисунку 15.11 за напрямком установленої ку-
тової швидкості   вектори CMv


, CBv


 і CTv


, згідно з векторною су-

мою (15.3) зображуємо вектори Mv


, Bv


 та Tv


 швидкостей точок 
M , B  і T  круга. Із зображеного очевидно, що 

 величину й напрям вектора Mv


 визначає діагональ векторно-

го ромба, сторонами якого є вектори Cv


 та CMv


; відповідно до 

положень елементарної геометрії модуль cos22CM  vv  

або 
2

cos2 CM


 vv , де   – кут між Cv


 і CMv


7, величина яко-

го залежить від конкретного положення точки M ; 
 величину й напрям вектора Bv


 визначає діагональ векторно-

го квадрата, сторонами якого є Cv


 та CBv


; певна річ, модуль 

CB 2 vv  , а вектор Bv


 утворює 45  і з вертикаллю, і з гори-

зонталлю; 
 вектор Tv


 – геометрична сума колінеарних однаково напрям-

лених векторів Cv


 та CTv


, через що CCTCT 2vvvv  . 
 Зауважимо, що для розглядуваного положення круга точка T  має 
найбільшу швидкість CT 2vv   серед швидкостей усіх інших точок 

круга. 
При розв’язуванні практичних задач за теоремою (15.3) для 

знаходження модуля Bv  у певному положенні перерізу S , як пра-
вило, використовують один із двох способів (методів): 

1. Графічний або графоаналітичний, який полягає в тому, 
що, застосовуючи формулу (15.3), оперують безпосередньо з 
векторами Av


, ABv


 та Bv


, не пов’язуючи їх з будь-якими сис-
темами координат. При графічному розв’язуванні в певному 
доречно обраному масштабі швидкостей відповідно до век-
торної суми (15.3) графічно будують паралелограм (або три-
кутник) швидкостей і модуль Bv  визначають, ураховуючи 
обраний масштаб, безпосереднім вимірюванням будь-яким 
придатним для цього приладом (наприклад, лінійкою). При 
графоаналітичному розв’язуванні, побудувавши трикутник 

                                                
7 Див. будь-який довідник з елементарної геометрії. 
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(або паралелограм)  швидкостей,  модуль  Bv   визначають  за 
тією чи іншою аналітичною (як правило, геометричною) фо-
рмулою (теоремою); 

2. Метод проекцій, який полягає в тому, що векторну рівність 
(15.3) записують у проекціях на ортогональні координатні осі 
x  і y , пов’язуючи початок їх відліку чи з точкою А, чи з точ-
кою В  й одну з осей напрямляючи вздовж відрізка AВ . Після 
цього модуль Bv  визначають через проекції Bxv  і Byv . 

Теорема про швидкості точок тіла при плоскопаралельному 
русі має два корисних наслідки, які часто-густо полегшують дослі-
дження плоского руху тіла (особливо при розв’язуванні практич-
них задач). Розглянемо ці наслідки. 

Наслідок 1. Проекції швидкостей точок перерізу S  на вісь, 
що проходить через ці точки, рівні8. 

Доведення 
Розглянемо плоскопаралельний рух твердого тіла. Нехай у пе-

вний момент часу t  відомі швидкість Av


 точки А перерізу S  та 

його кутова швидкість 

 (визначеність вектора 


 означає, що ві-

домі напрямок обертання перерізу й модуль кутової швидкості   
перерізу). Нехай також точки B  і C  розглядуваного перерізу зна-
ходяться на одній прямій із точкою А (рис. 15.12). 

 

 
 

Рис. 15.12 
 

Обираючи точку А за полюс, за теоремою (15.3) записуємо: 
                                                
8 У деяких підручниках з теоретичної механіки наведений наслідок 1 небезпідстав-
но називають теоремою Грасгофа про проекції швидкостей. Грасгоф Франц 
(нім. Franz Grashof; 11 липня 1826 р., Дюссельдорф – 26 жовтня 1893 р., Карлсруе) – німецький 
механік і машинобудівник. 
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ABAB vvv 
 ,    ACAC vvv 

 ,                        () 

де згідно з формулою (15.5) 
ABAB v    і   AСAС v . 

Проведімо через точки A, B  та C  вісь Ax . Спроектувавши 
обидві частини обох векторних рівностей () на цю вісь, мати-
мемо 

ABxAxBx vvv      і    ACxAxCx vvv  , 

де Axv , Bxv , Cxv , ABxv  та ACxv  – проекції на вісь Ax  швидкостей 

Av


, Bv


, Cv


 й обертальних швидкостей ABv


, ACv


 відповідно. 

Через те що вектори ABv


 і ACv


 розташовані перпендикулярно 

до осі Ax  (див. рис. 15.12), певна річ, 
0ABx v     та    0ACx v , 

з урахуванням чого дістанемо 
0AxBx  vv     і    0AxCx  vv , 

звідки очевидно, що 
CxBxAx vvv  , 

тобто, всі шукані проекції рівні, що і треба було довести. 
Наслідок 2. Кінці векторів швидкостей точок перерізу S , які 

належать певному відрізку, знаходяться на одній прямій та ділять 
цю пряму на частини, які пропорціональні віддалям між відповід-
ними точками зазначеного відрізка (без доведення9). 

Зауваження 15.1. На рисунку 15.12 зображені: а) пряма  1 , яка є 
графічно-геометричним підтвердженням того, що модуль оберталь-
ної швидкості будь-якої точки перерізу S  пропорційний віддалі від 
цієї точки до точки, обраної за полюс (див. відповідне зауваження на 
с. 16); б) пряма  2 , яка є аналогічним підтвердженням наслідку 2. 

Свідоме зображення й використання зазначених прямих  1  і  2  
може стати у добрій пригоді при знаходженні положень тих чи ін-
ших векторів швидкостей точок перерізу S  тіла. Певним обмежен-
ням при цьому є те, що всі геометричні й кінематичні параметри, 
котрі характеризують конкретну задачу, необхідно зображувати з 
жорстким дотриманням лінійного і швидкісного масштабів (див., 
наприклад, далі рис. 123z.3 на с. 41 і рис. 123z.4 на с. 45). 

                                                
9 Доведення наслідку 2 пропонується охочим виконати самостійно. Якщо доводити 
самостійно охоти, часу чи вміння немає, але є бажання переконатися у справедливо-
сті змісту цього наслідку, то див. [2] c. 209. 
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§ 15.4. ПОНЯТТЯ ПРО МИТТЄВИЙ ЦЕНТР ШВИДКОСТЕЙ 
Розглянемо плоский рух твердого тіла й доведемо, що в будь-

який момент часу існує така точка, що належить перерізу S  (або 
незмінно пов’язана з перерізом), швидкість якої в цю мить дорів-
нює нулю. Нехай у якийсь довільний момент часу переріз S  пере-
буває у зображеному на рисунку 15.13 положенні, точка A має 
певну швидкість Av


  0A v , а переріз S  – кутову швидкість   

 0 . Подумки повернемо вектор Av


 навколо точки A у напрям-

ку кутової швидкості на 90 , в отриманому напрямкові відкладімо 

від точки A відрізок AP  довжиною 


AAP v
  і 

знайдімо швидкість точки P . За формулою (15.3) 

APAP vvv 
 , 

де APv


 – вектор обертальної швидкості точки 
P  в обертальному русі перерізу S  навколо полюса 
A, модуль APv  якої визначимо за формулою (15.4); 
урахувавши значення AP , дістанемо 

A
A

AP PA vvv  


 . 

   
 

   Рис. 15.13 

Оскільки згідно з формулою (15.5) APAP v  і напрямлений за 
напрямком кутової швидкості  , то, зобразивши відповідно век-
тор APv


 на рисунку 15.13, бачимо, що вектори Av


 та APv


: а) колі-

неарні; б) протилежні за напрямками; в) однакові за величиною. 
Таким чином, AAP vv 

  і 

0AAAPAP  vvvvv 
, 

тобто швидкість точки P  дорівнює нулю. 
 Точка, що належить перерізу S  чи незмінно з ним пов’яза-

на10, швидкість якої у певний момент часу дорівнює нулю, 
носить назву миттєвий центр швидкостей тіла в цю мить. 

 

 Зазвичай миттєвий центр швидкостей позначають літерою (сим-
волом) P . 

                                                
10 Миттєвий центр швидкостей не обов’язково має знаходитися у межах перерізу S ; 
у більшості випадків він перебуває поза перерізом, але у кожну мить розташування в 
просторі миттєвого центра швидкостей однозначно залежить від положення певних 
точок перерізу S  і їх кінематичних характеристик (див., наприклад, далі рис. 15.18). 
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§ 15.5. ВИЗНАЧЕННЯ ШВИДКОСТЕЙ ТОЧОК ТІЛА 
ПРИ ПЛОСКОПАРАЛЕЛЬНОМУ РУСІ 

ЗА ДОПОМОГОЮ МИТТЄВОГО ЦЕНТРА ШВИДКОСТЕЙ 
У цьому параграфі з’ясуємо, яка ситуація виникає у разі, ко-

ли при знаходженні швидкостей тих чи інших точок твердого тіла, 
що виконує плоскопаралельний рух, відомо положення його мит-
тєвого центра швидкостей. 

Для цього розглянемо плоскопаралельний рух тіла; нехай у 
довільний момент часу t  відповідний переріз S  перебуває у зо-
браженому на рисунку 15.14 положенні та відомі розташування 
миттєвого центра швидкостей P  і кутова швидкість   перерізу. 
Оберемо за полюс точку P . Тоді за теоремою (15.3) швидкість до-
вільної точки M  перерізу S  визначає формула 

PMPM vvv 
 , 

або з урахуванням того, що 0P v , 

PMM vv 
 , 

де PMv


 – вектор обертальної швидкості точки M  в оберталь-
ному русі перерізу S  навколо миттєвого центра швидкостей P . 

Згідно з формулами (15.4) і (15.5) модуль 
 MPPMM vv ,                              (15.6) 

а вектор PMM vv 
  напрямлений за напрямком кутової швидкості 

  і проходить перпендикулярно до відрізка MP , що сполучає точ-
ку M  з миттєвим центром швидкостей P  тіла, тобто 

PMM v .                                     (15.7) 
Отримані залежності (15.6) 

і (15.7) приводять до логічного 
висновку: 
 якщо при плоскому русі 

тіла у будь-який момент 
часу за полюс обрати мит-
тєвий центр швидкостей 
цього тіла, то вектори 
швидкостей точок перерізу 
S  розподіляються так, не-
мовби в цю мить переріз 
обертається навколо мит- 

 
 

Рис. 15.14 
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   тєвого центра швидкостей11 так само, як обертається тіло 
навколо нерухомої осі (див. тему 14). 
За формулами (15.6) і (15.7) легко встановити, що модулі й 

вектори швидкостей точок A, B , C  та D  перерізу S : 
 APAv    і    APA v , 

 BPBv    і   BPB v , 

CPCv    і    CPC v , 

 DPDv    і    DPD v ; 
звісно, що всі вектори напрямлені за напрямком кутової швидкос-
ті   перерізу (див. рис. 15.14). 

Також з останніх формул нескладно знайти, наприклад, що 







BP
AP

B

A

v
v

 

або 

BP
AP

B

A 
v
v

,                                     (15.8) 

звідки зрозуміло, що швидкості будь-яких точок перерізу S  відно-
сяться між собою так, як їх віддалі від миттєвого центра швидкос-
тей (див. на рис. 15.14 прямі  1  і  1  й зауваження 15.1 на с. 25). 

Таким чином, 
 модуль Mv  швидкості будь-якої точки M  перерізу S  у 

кожний момент часу пропорціональний найкоротшій віддалі 
MP  від цієї точки до миттєвого центра швидкостей P  і ви-
значається добутком вказаної віддалі на кутову швидкість   
перерізу S , а вектор Mv


 напрямлений перпендикулярно до 

відрізка MP  у напрямку обертання перерізу. 
 

 Підсумовуючи викладене у цьому параграфі, можна сказати, що у 
разі, коли при плоскопаралельному русі тіла у розглядуваний момент 
часу положення миттєвого центра швидкостей визначене, то вико-
ристання його як полюса дає можливість уникнути поступальної 
частини плоского руху й умовно розглядати тіло як таке, що вико-
нує миттєвий обертальний рух навколо уявної осі, яка відповідно 
проходить через миттєвий центр швидкостей. Слід мати на увазі, 
що означена умовність справедлива лише при знаходженні шви-
дкостей точок, а не їх прискорень. 

                                                
11 Див. зноску 2 на с. 9. 
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§ 15.6. СПОСОБИ ВИЗНАЧЕННЯ 
ПОЛОЖЕННЯ МИТТЄВОГО ЦЕНТРА ШВИДКОСТЕЙ 

Використання миттєвого центра швидкостей часто суттєво 
спрощує процес дослідження плоскопаралельного руху того чи ін-
шого тіла. Але «певним недоліком» цієї точки є те, що при русі тіла 
її положення в просторі неперервно змінюється. Тому необхідно 
твердо знати й уміти знаходити місце розташування миттєвого 
центра швидкостей тіла у різноманітних положеннях перерізу S  у 
площині свого руху. Розглянемо деякі випадки й відповідні: 

• способи визначення положення миттєвого центра швидкостей; 
• формули, які характеризують кінематику розглядуваного ви-

падку. 
 Усі наведені нижче міркування базуються на отриманих у § 15.5 
висновках і формулах (15.6)  (15.8). 

1. Нехай відомі швидкість Av


 
точки A та кутова швидкість   пе-
рерізу S  (рис. 15.15). У цьому разі 
положення миттєвого центра швид-
костей визначають аналогічно дове-
денню його існування – див. § 15.4 і 
рисунок 15.13. 

2. Нехай відомі швидкість Av


 

точки A та положення прямої  b , на 

 
 

Рис. 15.15 

якій знаходиться вектор Bv


 швидкості точки B  (рис. 15.16,а). У 
цьому випадку миттєвий центр швидкостей знаходиться на пере-

тині перпендикуляра  a , встановленого у точці A до вектора Av


, 

та перпендикуляра  b 12, встановленого у точці B  до прямої  b . 
 Варто розуміти, що без будь-яких обмежень можна вважати й го-
ворити, що у точці B  перпендикуляр  b  встановлено до вектора 

Bv


, оскільки останній, хоча і не заданий однозначно умовою розгля-

дуваного випадку, але обов’язково знаходиться на прямій  b . 

Знаючи модуль Av  швидкості точки A та визначивши пев-
ним чином віддаль AP  від цієї точки до миттєвого центра швид-
                                                
12 Позначення перпендикулярів  a  та  b  є умовним і уведеним в обіг автором; як 
правило зазначені перпендикуляри взагалі ніяк не позначають. 
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костей, з формули (15.6) можна знайти числове значенні кутової 

швидкості 
AP

Av , а за напрямком вектора Av


 встановити на-

прямок обертання перерізу навколо точки P  (або, що те саме, на-
прямок кутової швидкості  ). Визначивши потім віддаль BP  від 
точки B  до полюса P , за формулою (15.6) можна знайти, що мо-
дуль  BPBv , а за напрямком кутової швидкості   перерізу S  – 

однозначно встановити напрямок вектора Bv


 на прямій  b  (див. 
рис. 15.16,б). 

 

 
 

Рис. 15.16 
 
3. Нехай для двох довільних точок A і B  перерізу S  відомі їх 

швидкості Av


 та Bv


, які паралельні між собою, протилежно напря-
млені й перпендикулярні відрізку AB  (рис. 15.17). Безсумнівно, що 
знайти  положення  миттєвого  центра  швидкостей,  установивши 

   
 

     Рис. 15.17 

відповідним чином перпендикуляри  a  і 

 b , неможливо, оскільки у цьому разі за-
значені перпендикуляри збігаються. Тоді 
врахуємо, що відповідно до формули (15.8)  

BP
AP

B

A 
v
v

, через що кінці векторів Av


 та Bv


 

мають лежати на прямій  1 , яка проходить 
через точку P . Тоді точка перетину прямої 
 1  з відрізком AB  і є миттєвим центром 
швидкостей тіла у цьому випадку. 
       Знаючи модуль Av  (або Bv ) та визначив- 

ши  віддаль  AP  (чи BP ),  за  формулою  (15.6)  знаходять  числове 
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значення кутової швидкості 
AP

Av  (або 
BP

Bv ). Напрямок же 

кутової швидкості перерізу визначають за напрямком вектора Av


 

чи Bv


 (див. рис. 15.17). 
 Зауважимо, що співвідношення між модулями Av  і Bv  у розгляну-

тому випадкові не має ніякого значення, а при BA vv   точка P  ді-

лить відрізок AB  навпіл. 
4. Нехай для двох точок A  і B  перерізу S  відомі їх швидкості  

   
 

     Рис. 15.18 

Av


 та Bv


, які паралельні між собою, мають 
однаковий напрямок, перпендикулярні від-
різку AB  і різні за величиною (приймімо 
для визначеності, що BA  vv  ) (рис. 15.18). 

На підставі аналогічних до поперед-
нього випадку міркувань зрозуміло, що 
миттєвий центр швидкостей P  знаходить-
ся на перетині прямої  1 , що проходить 

через кінці векторів швидкостей Av


 і Bv


, та 
прямої, що проходить по відрізку AB  (див. 
рис. 15.18 і подібну ситуацію з точками M  
та D  на рис. 15.14). 

5. Нехай для двох довільних точок A і B  перерізу S  відомі їх 
швидкості Av


 та Bv


, які паралельні між собою, мають однаковий 

напрямок, перпендикулярні відрізку AB  і однакові за величиною 
(рис. 15.19).  Оскільки у цьому разі пряма  1 , яка проходить через 

      
 

     Рис. 15.19 

кінці векторів Av


 і Bv


, паралельна прямій, що 
проходить через відрізок AB , то миттєвий 
центр швидкостей P  знаходиться в нескін-
ченності (  BPAP ), а кутова швидкість 
  перерізу S  

0
AP

AA 



vv  (або 0

BP
BB 



vv ). 

Це означає, що у такому положенні (або 
у цю мить) обертання перерізу S  відсутнє і 
він виконує миттєво-поступальний рух, 
характерною  ознакою  якого є те,  що швид- 
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кості руху всіх точок перерізу S  однакові, кутова швидкість його 
дорівнює нулю, а точки, швидкість котрої дорівнює нулю, не існує. 
 Миттєво-поступальний рух відрізняється від поступального ру-
ху тим, що у випадку миттєво-поступального руху тільки швидкості 
всіх точок однакові, але їх прискорення взагалі не рівні між собою 
(як відомо, при поступальному русі прискорення всіх точок також 
однакові); кутова швидкість   перерізу S  у цю мить дорівнює ну-
леві, але його кутове прискорення   при цьому не дорівнює нулю. 

6. Нехай для двох довільних точок A і B  перерізу S  відомі 
швидкості Av


 та Bv


, які паралельні між собою, мають однаковий 

напрямок, але не перпендикулярні відрізку AB  (рис. 15.20). Оче-
видно, що в цьому разі перпендикуляри  a  (встановленій у точці 

A до вектора Av


) та  b  (встановлений у точці B  до вектора Bv


) 

      
 

             Рис. 15.20 

паралельні один до одного й не пере-
тинаються (або перетинаються у не-
скінченності). Отже, і в цьому випад-
ку 

 BPAP , 

0
AP

AA 



vv , 

переріз S  виконує миттєво-поступаль-
ний рух, що, природно, визначає рів-
ність швидкостей усіх точок перерізу: 

MBA vvv 
 . 

7. Нехай матеріальне тіло (геометрична форма цього тіла не 
має ніякого значення) котиться без ковзання по будь-якій нерухо- 
мій поверхні (рис. 15.21) чи по 
лінії (наприклад, по нерухо-
мому дроту; можна також зга-
дати популярну нещодавно 
дитячу іграшку «йо-йо»). Оскіль-
ки у цьому разі швидкість 
точки дотику тіла та поверхні 
(лінії) дорівнює нулю, то ця точ-
ка і є миттєвим центром 
швидкостей тіла. Якщо швид-
кість Mv


 довільної точки M  ті- 

 
 

    Рис. 15.21 
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ла відома, то за формулою (15.6) 
MP

Mv , де   – кутова швидкість 

кочення тіла, напрямок якої визначається напрямком вектора Mv


; 
також відповідно до формули (15.7) обов’язково буде виконувати-
ся умова PMM v . 

Для усвідомлення ситуації, яка виникає у разі застосування 
поняття про миттєвий центр швидкостей, знову розглянемо рух 
зображеного на рисунках 15.9 і 15.10 бруса AB . Нехай у певний 
момент часу t  брус перебуває у положенні, яке визначає кут  , а 
кінець A бруса має швидкість Av


 (рис. 15.22,а); знайдемо швид-

кість Bv


 кінця B  і кутову швидкість   бруса. Установивши у точці 

A перпендикуляр  a  до вектора Av


, а у точці B  – перпендикуляр 

 b  до прямої  b , на перетині цих перпендикулярів отримаємо 
миттєвий центр швидкостей P  бруса. Обираючи точку P  за по-
люс, будемо у даний момент часу t  дійсний плоскопаралельний 
рух бруса умовно розглядати як обертальний рух навколо цієї точ-
ки (див. рис. 15.22,б). 

 

        а)                                              б) 

 
 

Рис. 15.22 
 

Тоді з формули (15.6) кутова швидкість бруса 
AP

Av ; оскіль-

ки з трикутника ABP  очевидно, що  coscosABAP   , то 




cos
A





v
, а напрямком вектора Av


 визначає напрямок кутової 
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швидкості  . Оскільки з трикутника ABP  віддаль sinBP   , а 
за формулою (15.6)  BPBv , то, урахувавши необхідні значення, 

дістанемо, що модуль 


 tg
cos

sinBP A
A

B 


 vvv


 , а на-

прямок вектора Bv


 на прямій  b  встановлюємо за напрямком ку-
тової швидкості   бруса (див. рис. 15.22,б)13. 
 На завершення розмови про миттєвий центр швидкостей P  від-
мітимо й зауважимо таке. Важливо розуміти те, що у разі, коли у 
певний момент часу точка P  перебуває у межах перерізу S , то вона 
збігається з якоюсь точкою цього перерізу, але в інший момент часу 
миттєвий центр швидкостей тіла збігається зі зовсім іншою точкою 
перерізу. Розглянемо це на прикладі круга, що котиться без ковзан-
ня по нерухомій горизонтальній площині так, що геометричний 
центр C  круга має швидкість Cv


. Якщо у момент часу t  точкою до-

тику круга до площини є точка A , то 0A v  і, звісно, у цю мить точ-

ка A  – миттєвий центр швидкостей круга (рис. 15.23,а). Якщо при 
подальшому коченні у момент часу 11 ttt   круг торкається пло-

щини іншою точкою, то у момент часу 1t  ця інша точка є миттєвим 

центром швидкостей (рис. 15.23,б). Якщо у момент часу 22 ttt   

круг торкається площини точкою B , то у цю мить його миттєвим 
центром швидкостей є саме точка B  (рис. 15.23,в). 

 
 а)                                   б)                                  в) 

 
 

Рис. 15.23 
                                                
13 Певна річ, результати-значення, встановлені за допомогою поняття про миттєвий 
центр швидкостей, повністю збігаються з отриманим на с. 1819, де за полюс обира-
лася спочатку точка A , а потім точка B . Неважко помітити, що використання мит-
тєвого центра швидкостей спростило процес дослідження плоского руху бруса і зме-
ншило обсяг обчислювальної роботи. 
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ЗАДАЧА № 123 
На рисунку 123z.1 наведено схематичне зображення1 багато-

ланкового плоского механізму, рух якого відбувається завдяки 
обертанню ланки 1 зі сталою кутовою швидкістю 1  за рухом го-
динникової стрілки навколо нерухомої осі, що проходить через точ- 
ку 1O  перпендикулярно до площини 
знаходження механізму2. Усі ланки 
розглядати як абсолютно тверді тіла, 
вважаючи, що суміжні ланки 
з’єднані ідеальними точковими ша-
рнірами A і B . 

Для зображеного положення 
механізму виконати кінематич-
ний аналіз: а) встановити вид руху 
кожної ланки механізму й указати 
траєкторії рухів тих точок механіз-
му, для яких це можливо без будь-
яких формул та обчислень; б) визна-
чити швидкості точок A, B , D  і K  
та кутові швидкості ланок 2  і 3 . 
Дано: м5,0AO1  , м2BDAB  , 

 м1KOBO 33  , 




 сек
рад361 . 

 
 
 

       Рис. 123z.1 
РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 

1. ПОПЕРЕДНІЙ КІНЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ МЕХАНІЗМУ3 
Рухи ланок 1 і 3  обмежено шарнірно-нерухомими опорами 1O  

й 3O  відповідно, через це зазначені ланки виконують обертальні 
                                         
1 Наведене на рисунку 123z.1 схематичне зображення механізму є достатньо 
близьким до вигляду реальної конструкції, але, звісно, не є інженерним робочим 
кресленням. 
2 Зображена на рисунку 123z.1 дугова стрілка, що позначена (підписана) як 1 , ви-

значає не вектор кутової швидкості 1


, а лише напрямок обертання ланки 1  у роз-
глядуваному положенні механізму. 
3 Така назва є умовною; вона означає, що в цьому пункті задачі визначають ті кіне-
матичні характеристики руху ланок і точок механізму, для яких це можливо зробити 
без будь-яких формул та обчислень. При набутті певного досвіду все викладене в 
цьому пункті варто виконувати подумки, користуючись відповідними поняттями й 
характеристиками безпосередньо у необхідних місцях розв’язуваної задачі. 
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рухи навколо нерухомих осей, що проходять через нерухомі точ-
ки 1O  й 3O  перпендикулярно до площини знаходження механізму 

(тому що розглядувані ланки при русі механізму перебувають тіль-
ки в одній площині, то у такому разі також можна говорити, що 
ланки 1 і 3  виконують обертальні рухи навколо точок 1O  й 3O ). 

Важливо розуміти та знати, що при русі механізму ланка 1 
виконує обертальний рух тільки в одному напрямкові, весь час 
обертаючись на 360 . 
 Зазвичай такі ланки називають кривошипами. 

Ланка ж 3  спочатку якийсь проміжок часу обертається в од-
ному напрямку, потім, зупинившись на мить у певному положен-
ні, обертається в протилежному напрямку до зупинки в якомусь 
іншому певному положенні, після чого її зазначені рухи знову цик-
лічно повторюються (говорять, що ланка 3  виконує коливально-
обертальний рух). 
 Зазвичай такі ланки називають коромислами. 

Оскільки точка A механізму належить ланці 1, яка виконує 
обертальний рух, то відповідно до викладеного у §§ 14.1 і 14.5 
траєкторією руху точки A є коло радіуса 1A AOR   із центром у 

точці 1O , а вектор Av


 швидкості руху цієї точки лежить на дотич-
ній до вказаної траєкторії руху. Оскільки ж траєкторією руху є ко-
ло, то дотична, яку позначимо  a , проходить через точку A під 
кутом 90  до радіуса, який у розглядуваному положенні механізму 
сполучає точку A із центром кола, тобто   1AOa  . Зображуємо 

траєкторію руху точки A та дотичну  a  на рисунку 123z.24. 
Оскільки точки B  і K  механізму належать ланці 3 , що вико-

нує  коливально-обертальний  рух,  то  траєкторіями  цих  точок  є 
відповідні колові дуги радіусами 3B BOR   та 3K KOR   з центрами 

у точці 3O . Відповідно до викладеного вище, вектор Bv


 швидкості 

руху точки B  має знаходитися на дотичній  b , яка проходить че-
                                         
4 На рисунку 123z.2 зображено кінематичну схему механізму та тільки ті харак-
теристики руху ланок механізму та його окремих точок, які визначені при проведен-
ні попереднього кінематичного аналізу; рисунок 123z.2 є допоміжним і певним по-
чатковим фрагментом остаточної розрахункової схеми (див. рис. 123z.3). Звісно, 
що при розв’язуванні будь-яких практичних задач немає ніякої потреби зображува-
ти такий фрагмент окремим рисунком. 



С.М. ЖИГИЛІЙ     НАВЧАЛЬНИЙ ПОСІБНИК З ТЕОРЕТИЧНОЇ МЕХАНІКИ 

 - 38 - 

рез цю точку під кутом 90  до відрізка 3BO , а вектор Kv


 – на до-

тичній  k , котра проходить через точку K  під прямим кутом до 

відрізка 3KO . Зображуємо на рисунку  123z.2 траєкторії рухів то-

чок B  і K  та дотичні  b  і  k . 
Розглядаючи рух ланки 2 , встановлюємо, що: 

 траєкторії рухів точок 
A та B , які належать 
цій ланці, не однакові 
– за цією ознакою 
ланка 2  не виконує 
поступальний рух; 

 у цієї ланки немає не-
рухомої точки (як точ-
ки 1O  й 3O  у ланок 1 і 

3  відповідно), через 
яку б проходила вісь її 
обертання – за цією 
ознакою ланка 2  не 
виконує обертального 
руху навколо нерухо-
мої осі; 

 усі точки цієї ланки 
рухаються тільки в 
одній площині (в якій 
знаходиться весь меха- 

 
 

      Рис. 123z.2 

    нізм); за цією ознакою ланка 2  виконує плоскопаралельний рух. 
 Зазвичай такі ланки називають шатунами. 

Оскільки точка D  належить тільки ланці 2 , яка виконує 
складний плоскопаралельний рух, то вказати будь-які кінематичні 
характеристики цієї точки без використання відповідних формул і 
обчислень неможливо. 

2. РОЗГЛЯНЕМО ОБЕРТАЛЬНИЙ РУХ ЛАНКИ 1 
Знаючи кутову швидкість 1  обертання ланки 1, за форму-

лою (14.9) визначимо модуль Av  швидкості точки A 
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






сек
м196,533365,0AO 11A v . 

 Варто згадати, що швидкість Av


 називають обертальною (або 

лінійною, або коловою) швидкістю точки A . 
Напрямок вектора Av


 на дотичній  a  встановлюємо за зада-

ним в умові задачі напрямком обертання ланки 1 (зазвичай гово-
рять, що вектор Av


 напрямлений за напрямком кутової швидкос-

ті 1 ). Зображуємо відповідно вектор Av


 на розрахунковій схемі 
на рисунку 123z.3. 

Зауваження № 123.1. При розв’язуванні задачі методом про-
екцій вектор Av


 на розрахунковій схемі зображують променем 

довільної довжини; у разі графічного розв’язування вектор Av


, 
як і вектори швидкостей усіх інших точок, необхідно відклада-
ти в певному вибраному масштабі швидкостей. 
3. РОЗГЛЯНЕМО ПЛОСКОПАРАЛЕЛЬНИЙ РУХ ЛАНКИ 2  
3.1. Визначимо швидкість Bv


 точки B . Оскільки швид-

кість Av


 відома та точка A, крім ланки 1, належить і ланці 2 , що 
виконує плоскопаралельний рух, то, обираючи точку A за полюс, 
за формулою (15.3) або за теоремою про швидкості точок при 
плоскопаралельному русі тіла (див. §15.3) записуємо швидкість 
точки B , яка також належить ланці 2 , 

ABAB vvv 
 ,                                 (123.1) 

де ABv


 – вектор обертальної швидкості точки B  в оберталь-
ному русі ланки 2  навколо обраного полюса A. 

За формулою (15.4) модуль цієї обертальної швидкості 

2AB BA v ,                                 (123.2) 
де BA – радіус обертання точки B  в обертальному русі ланки 

2  навколо полюса A, 2  – кутова швидкість ланки 2 ; сам же век-

тор ABv


 згідно з формулою (15.5) перпендикулярний до відрізка 

BA ( BAAB v ) і напрямлений за напрямком кутової швидкості 2 . 

Оскільки кутова швидкість 2  поки що невідома, то і скорис-
татися формулами (123.2) та (123.1) поки що можливості немає. 

Подальше дослідження плоскопаралельного руху ланки 2  мо-
жна виконати декількома способами. Розглянемо два з них. 
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1-й спосіб – метод проекцій. 
Проведімо через точку A ортогональні координатні осі Ax  й 

Ay  так, щоб, наприклад, вісь Ax  проходила через точку B . 
Зауваження № 123.2. Указаний напрямок координатних осей сут-
тєво спрощує процес розв’язування будь-якої задачі, пов’язаної з 
дослідженням плоскопаралельного руху того чи іншого тіла; тому в 
усіх таких задачах координатні осі варто обирати і проводити ана-
логічно. 

Спроектувавши обидві частини рівності (123.1) на осі Ax  й 
Ay , дістанемо 

ABxAxBx vvv  ,                               (123.3) 

AByAyBy vvv  ,                               (123.4) 

де Axv , Bxv , ABxv , Ayv , Byv  та AByv  – проекції на осі Ax  та Ay  

векторів швидкостей Av


, Bv


 та ABv


 відповідно. 
Зауваження № 123.3. Формули (123.3) і (123.4), зовнішній вигляд 
яких є незмінним для будь-якої задачі та не залежить ні від розта-
шування точки A , ні від напрямку введених координатних осей, ні 
від напрямків вказаних векторів, несуть лише певну початкову ін-
формацію, необхідну для розв’язування задачі. При набутті певного 
досвіду можна (і навіть необхідно), не записуючи цих рівнянь, одра-
зу складати рівняння, що визначають вказані проекції для конкрет-
ного розглядуваного випадку5; у цій задачі – див. далі рівняння 
(123.5) та (123.6). 

Оскільки вектор Av


 лежить на прямій  a , котра утворює з 
віссю Ax  кут 60  (див. рис. 123z.3 або 123z.2), то з урахуванням 
напрямків вектора Av


 та осей Ax  і Ay  зрозуміло, що 

 60cosAAx vv    і    60sinAAy vv . 

За потреби (а така виникає при розв’язуванні досить бага-
тьох задач) можна знайти числові значення цих проекцій: 








сек
м598,235,1

2
13360cosAAx vv , 








сек
м5,4

2
33360sinAAy vv . 

                                         
5 Так, як це роблять, наприклад, при складанні рівнянь рівноваги в статиці. 



ПЛОСКОПАРАЛЕЛЬНИЙ РУХ ТІЛА.  ШВИДКОСТІ ТОЧОК І КУТОВІ ШВИДКОСТІ ТІЛ 

 - 41 - 

 Отримані тут проекції можна зобразити на розрахунковій схемі. 
Для цього з кінця вектора Av


 необхідно опустити перпендикуляри 

на осі Ax  та Ay ; відповідні відрізки осей і є графічними зображен-

нями проекцій Axv  та Ayv  (див. рис. 123z.3); при розв’язуванні бага-

тьох задач цього робити взагалі не потрібно. 
 

 
 

Рис. 123z.3. До розв’язування задачі методом проекцій 
 

Через те що вектор ABv


 перпендикулярний до відрізка BA, 
уздовж якого проходить вісь Ax , то: 

 вектор ABv


 на вісь Ax  не проектується (або його проекція на 

цю вісь дорівнює нулеві): 0ABx v ; 

 вектор ABv


 колінеарний осі Ay  та, отже, проектується на цю 
вісь у дійсну (натуральну) величину; оскільки ж напрямок век-
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тора ABv


 поки що невідомий, то і знак проекції AByv  також по-

ки що є невизначеним, але безумовно 

ABABy vv  ,                                     () 

а необхідний знак чи, що те саме, напрямок вектора ABv
  

з’ясуємо в подальших міркуваннях. 
Оскільки вектор Bv


 лежить на прямій  b , яка утворює з віс-

сю Ax  кут 30  (див. рис. 123z.3 або 123z.2), але напрямок Bv


 поки 

що невідомий, то проекції Bxv  та Byv  (так само як і AByv  вище) мо-

жна записати лише з точністю до їх знаків: 
 30cosBBx vv ,                                   () 

 30sinBBy vv .                                  () 
 

Підставивши всі вказані та визначені тим чи іншим чином 
проекції у формули (123.3) й (123.4), отримаємо 

060cos30cos AB  vv ,                     (123.5) 

ABAB 60sin30sin vvv  .                    (123.6) 
Виконавши додавання в правій частині рівняння (123.5), діс-

танемо рівність 
 60cos30cos AB vv , 

яка, оскільки права частина її додатна, виконується лише за умо-
ви додатного знака лівої частини, тобто 

 60cos30cos AB vv , 
звідки модуль швидкості точки B  




















сек
м3

23
233

2
3
2
133

30cos
60cosA

B
vv . 

З’ясований у рівності (123.5) знак «плюс» її лівої частини, яка 
визначає проекцію Bxv  вектора Bv


 на вісь Ax , означає, що напря-

мок вектора Bv


 збігається з додатним напрямком осі Ax , через 
що формула () набуває однозначного вигляду 

 30cosBBx vv . 

За потреби (а така виникає при розв’язуванні досить бага-
тьох задач) можна знайти числове значення цієї проекції 
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






сек
м598,235,1

2
3330cosBBx vv . 

Порівнюючи знайдені значення проекцій Bxv  і Axv , бачимо, 

що 

AxBx vv  . 

Зауваження № 123.4. Остання отримана рівність повністю 
відповідає змісту наслідку 1 з теореми про швидкості точок 
при плоскопаралельному русі тіла (див. у § 15.3 с. 24); тобто 
можна було б одразу після визначення Axv  без будь-яких додат-
кових формул і міркувань записати, що відповідно до наслідку 
1 зі вказаної теореми 

AxDxBx vvv  . 

Відкладаємо від точки B  знайдену проекцію Bxv 6, після чого 

через відповідний кінець проекції Bxv  проводимо під прямим ку-

том до осі Ax  пряму  b  до її перетину з прямою  b ; знайдена в 

такий спосіб точка їх перетину і визначає кінець вектора Bv


, який 
зображуємо на розрахунковій схемі (див. рис. 123z.3). 
 Якби за умовою задачі необхідно було б знайти тільки швидкість 

Bv


, то розв’язування можна було б закінчувати в цьому місці. 

Зображений вектор Bv


 свідчить, що його напрямок збігається 
з напрямком осі Ay ; це дозволяє позбутися невизначеності у фор-
мулі (), в якій необхідно обрати знак «плюс», тобто 

 30sinBBy vv , 

звідки числове значення проекції 








сек
м5,1

2
13Byv . 

З урахуванням установлених значень рівність (123.6) набуває 
вигляду 

ABAB 60sin30sin vvv  ,                     (123.6) 
звідки, підставляючи знайдені раніше числові значення, матимемо 

AB5,45,1 v . 
                                         
6 Зауважимо, що значення проекцій Axv  та Bxv  збігаються як за величиною, так і за 
знаком. 
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Зауваження № 123.5. Для спрощення подальшого аналізу (в цій 
задачі та в усіх аналогічних) завжди необхідно розв’язувати отрима-
не рівняння, обов’язково лишаючи невизначений доданок (у цьому 
разі ABv ) в тій частині рівняння, в якій він виявився при безпосе-
редньому проектуванні. 

Виконавши очевидні арифметичні перетворення та обчис-
лення, дістанемо 

AB5,45,1 v    та   AB3 v . 
Оскільки ліва частина отриманої рівності від’ємна, то для її 

виконання в правій частині також необхідно обрати знак «мінус»: 

AB3 v , 
звідки модуль обертальної швидкості точки B  в обертальному русі 
ланки 2  навколо полюса A 

сек
м3AB v . 

З’ясований у правій частині рівності (123.6) знак «мінус» до-
данка ABv , який визначає проекцію AByv  вектора ABv


 на вісь Ay , 

означає, що напрямок вектора ABv


 не збігається з додатним на-

прямком осі Ay . Зображуємо відповідно вектор ABv


 на розрахун-
ковій схемі (див. рис. 123z.3). 
 Зауважимо, що модулі Bv  та ABv  виявилися однаковими; хоча й 
розглядається спосіб розв’язування задачі методом проекцій, але все 
одно на схемі вектори Bv


 та ABv


 варто зображувати променями од-

накової довжини (хоча й не обов’язково). 
2-й спосіб – графоаналітичний. 
На підставі векторної рівності (123.1) 

ABAB vvv 
 , 

яка з точки зору векторної алгебри є векторною сумою, побудуємо 
графічне зображення відповідного векторного трикутника. 
 Отримане в результаті побудови графічне зображення називаєть-

ся трикутником швидкостей, логіка та правила побудови кот-
рого абсолютно тотожні до логіки та правил побудови силового 
трикутника – див. відповідні положення статики. 
Оскільки векторна сума (123.1) визначає швидкість точки B , 

то від цієї точки на розрахунковій схемі на рисунку 123z.4: 
 відкладаємо вектор Av


; 
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 далі відповідно до формули (123.1) від кінця вектора Av


 необ-

хідно відкласти вектор ABv


, модуль ABv  якого знайти немож-

ливо через відсутність значення 2 , але відомо, що BAAB v ; 

тоді через кінець вектора Av
  перпендикулярно до відрізка BA 

проводимо пряму  b ; очевидно, що вектор ABv


, початок кот-

рого визначається кінцем вектора Av


, лежить на прямій  b ; 
 оскільки, як з’ясовано ще в пункті 1 розв’язуваної задачі, век-

тор Bv


 знаходиться на дотичній  b , то точка перетину пря-

мих  b  та  b  і визначає кінці векторів ABv


 на прямій  b  та 

Bv


 на прямій  b ; зображуємо ці вектори. 
 

 
 

Рис. 123z.4. До графоаналітичного способу розв’язування 
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Зауваження № 123.6. По обходу контура трикутника швидкостей 
вектори Av


 та ABv


 розташовані в одному напрямку, який визначив-

ся напрямком відомого вектора Av


, а вектор Bv


 – у протилежному. 
 

Зауваження № 123.7. У трикутнику швидкостей дійсні напрямки 
обертальної швидкості ABv


 точки B  в обертальному русі ланки 2  

навколо полюса A  та швидкості Bv


 точки B  виявилися визначени-
ми одразу без будь-яких додаткових міркувань. 

 

Зауваження № 123.8. Важливо розуміти, що трикутник швидкос-
тей є векторною (геометричною) схемою, при побудові якої ніякого 
перенесення векторів швидкостей не здійснюється, а будується 
трикутник із променів, рівних дійсним розглядуваним векторам 
швидкостей, котрий відповідає векторній сумі (123.1); тобто не слід 
зазначену дію сприймати так, що начебто вектори швидкостей Av


 

та ABv


 змінили точки свого прикладання; у розв’язуваній задачі без-

умовно вектор Av


 прикладений у точці A , а вектор ABv


 – у точці B  
(як це зображено на рис. 123z.3). 

Після графічної побудови необхідно аналітично розв’язати 
задачу7 про знаходження відповідних сторін трикутника швидко-
стей, який на рисунку 123z.4 умовно позначимо 21BBB  (зазначену 
задачу можна розв’язувати, використовуючи будь-які необхідні 
для цього поняття елементарної геометрії). 

Аналізуємо та визначаємо відповідні кути трикутника 21BBB : 

 оскільки кут між вектором Av


 та прямою, що проходить через 

точки A  і B , дорівнює 60 , а кут між вектором Bv


 та тією ж 

прямою – 30 , то  30BBB 21 ; 

 оскільки з прямокутного трикутника 21AAA  очевидно, що 

 30AAA 21 , то в трикутнику 21BBB  відповідний кут також 
дорівнює 30 : 

 30BBB 21 ; 

 оскільки в трикутнику 21BBB  два його кути виявилися одна-

ковими, то він є рівнобедреним та 212 BBBB  ; якщо врахува-
ти, що довжини сторін трикутника швидкостей визначають 
модулі відповідних швидкостей, то 

                                         
7 Звідси й походить назва розглядуваного способу – графоаналітичний. 



ПЛОСКОПАРАЛЕЛЬНИЙ РУХ ТІЛА.  ШВИДКОСТІ ТОЧОК І КУТОВІ ШВИДКОСТІ ТІЛ 

 - 47 - 

ABB vv  ; 

 оскільки сума трьох кутів будь-якого трикутника дорівнює 
180 , то в трикутнику швидкостей 

 1203030180BBB 12 . 
Розв’яжімо трикутник швидкостей за теоремою синусів8, від-

повідно до якої (див. будь-який довідник з елементарної тригоно-
метрії) 







 30sin30sin120sin
ABBA vvv

. 

Оскільки  60sin120sin , 
2
130sin  , а 

2
360sin   (див. 

будь-який довідник з елементарної геометрії), то 
2
3120sin  , з 

урахуванням чого останнє рівняння набуває вигляду 

2
1

2
1

2
3

ABBA vvv
    або   

113
ABBA vvv

 , 

звідки 








сек
м3

3
33

3
A

ABB
vvv . 

 Результати, отримані методом проекцій та графоаналітичним спо-
собом, повністю збігаються, що, безсумнівно, і має бути. 

3.2. Визначимо кутову швидкість 2  ланки 2 . З формули 
(123.2) 








сек
рад5,1

2
3

BA
AB

2
v . 

Зображуємо на розрахунковій схемі навколо полюса A дугову 
стрілку, яка визначає кутову швидкість 2  ланки 2  у розглядува-
ному положенні механізму; напрямок цієї дугової стрілки встанов-
люємо за напрямком обертальної швидкості ABv


 точки B  в обер-

тальному русі ланки 2  навколо полюса A – проти руху годинни-
кової стрілки (див. рис. 123z.3 та 123z.4). 

                                         
8 Звісно, що можна було б застосувати й будь-який інший допустимий спосіб розв’-
язування. 
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Зауваження № 123.9. За роки викладання автор зіткнувся з не-
зрозумілими для нього труднощами та сумнівами, які у цій та анало-
гічних задачах виникають у деяких студентів при встановленні на-
прямку обертання розглядуваної ланки за знайденим напрямком 
обертальної швидкості певної точки навколо іншої точки, обраної за 
полюс. Тому на прикладі розв’язуваної задачі більш широко розгля-
немо ті прості міркування, які мають зняти всі означені труднощі та 
сумніви. По-перше, необхідно твердо пам’ятати та розуміти, що 
 складний плоскопаралельний рух ланки 2  у розглядуваному її по-

ложенні можна розкласти та сприймати його як суму двох прос-
тих рухів: поступального руху разом з обраною за полюс точкою 
A  й обертального руху навколо цього полюса A  (див. рис. 123z.5). 

По-друге, аналізуючи кінематику ланки 2 , необхідно зосереджувати 
увагу тільки на її русі, ніяк не розглядаючи рухи інших ланок і в’язі, 
що обмежують та визначають ці рухи. По-третє, процес встановлен-
ня напрямку обертання ланки 2  у розглядуваному положенні меха-
нізму абсолютно тотожний до визначення напрямку обертання цієї 
ланки за напрямком обертальної швидкості ABv


 точки B  навколо 

полюса A  за уявної умови, що полюс А  не рухається (див. відпові-
дне зображення уявної шарнірно-нерухомої опори на рис. 123z.5). 

 

 
 

Рис. 123z.5. Розкладання плоскопаралельного руху ланки 2  
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3.3. Визначимо швидкість Dv


 точки D . Оскільки точка D  
належить ланці 2 , то, обираючи точку A за полюс (хоча можна бу-
ло б за полюс взяти і точку B , адже її швидкість уже відома), від-
повідно до формули (15.3) отримуємо, що 

ADAD vvv 
 ,                                 (123.7) 

де ADv


 – вектор обертальної швидкості точки D  в оберталь-
ному русі ланки 2  навколо полюса A; її модуль згідно з формулою 
(15.4) 

    






сек
м65,145,122BADBDA 22AD v , 

де DA  – радіус обертання точки D  навколо полюса A. 
Зображуємо на розрахунковій схемі від точки D  вектор ADv


, 

спрямовуючи його перпендикулярно до відрізка DA  ( DAAD v ) за 

напрямком кутової швидкості 2  (див. рис. 123z.3). 
 На розрахунковій схемі також зображено пряму  1 , яка свідчить, 
що модулі ABv  і ADv  пропорційні віддалям BA  та DA  від цих точок 

до полюса A  (на підставі того, що 2AB BA v  і 2AD DA v ). 

Значення швидкості Dv


 знайдімо двома способами. 
1-й спосіб – метод проекцій. Оскільки вісь Ax  системи ко-

ординат Axy , уведеної в підпункті 3.1 задачі, проходить через точ-
ку D , то необхідності застосовувати нову (іншу) систему відліку 
немає. Урахуємо, що, як також з’ясовано раніше, відповідно до 
наслідку 1 з теореми про швидкості точок при плоскопаралель-
ному русі тіла (див. у § 15.3 с. 24) 

BxAxDx vvv  ; 

тоді відкладаємо від точки D  визначену проекцію Dxv , врахував-

ши, що значення її збігається з проекціями Axv  та Bxv  і за величи-

ною, і за знаком; через відповідний кінець проекції Dxv  проводимо 

під прямим кутом до осі Ax  пряму  d   (див. рис. 123z.3); очевид-

но, що кінець вектора Dv


 знаходиться на прямій  d  . 
Зауваження № 123.10. Якщо відкласти всі знайдені значення 
швидкостей з дотриманням масштабу швидкостей, то положення 
кінця вектора Dv


 на прямій  d   можна визначити графічно, ви-
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користавши наслідок 2 з теореми про швидкості точок при плос-
копаралельному русі тіла (див. у § 15.3 с. 25): оскільки точки A , 
B  і D  ланки 2  належать відрізку AD , то кінці векторів швидкостей 

Av


, Bv


 і Dv


 обов’язково знаходяться на одній прямій; тоді проводи-

мо через кінці векторів Av


 та Bv


 пряму, наприклад,  2  до її перети-

ну з прямою  d  ; зазначена точка перетину й визначає кінець век-
тора Dv


, який і зображуємо на розрахунковій схемі (див. рис. 123z.3). 

Усвідомивши викладене вище, розуміємо, що достатньо спро-
ектувати обидві частини рівняння (123.7) тільки на вісь Ay ; при 

проектуванні врахуємо, що вектори Av


 та ADv


 на розрахунковій 
схемі визначені повністю й однозначно (тобто ніяких проблем або 
невизначеностей, пов’язаних із проектуванням цих векторів, не-
має); отже, 

ADADy 60sin vvv  , 

де Dyv  – проекція на вісь Ay  вектора Dv


, алгебраїчне значен-

ня якої 

 сек
м5,165,46

2
33360sin ADADy  vvv . 

 Отриманий знак «мінус» свідчить, що напрямок вектора Dv


 не 
збігається з додатним напрямком осі y . 

Тоді відповідно до формул (11.7) та (11.9) [1] в розглядувано-
му положенні механізму вектор Dv


 швидкості точки D  

j5,1i598,2ji DyDxD


 vvv , 

а його модуль 

         
 

   .сек
м3325,125,1

45,1135,15,135,1

5,135,15,135,1

2222

2222

222222
Dy

2
DxD





 vvv

 

Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 123z.3 про-
екцію Dyv  (цього можна і не робити, адже вектор Dv


 вище вже ви-

значений графічно, але в будь-якому разі зображення вектора Dv


 

має відповідати його обчисленим проекціям Dxv  та Dyv ). 
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Зауваження № 123.11. Усі зазначені в попередньому абзаці еле-
менти розрахункової схеми відповідатимуть реальній дійсності тіль-
ки у випадку зображення їх з дотриманням масштабів – лінійного 
масштабу (для схеми механізму) та масштабу швидкостей (для від-
повідних кінематичних характеристик точок). 

 

 У разі потреби положення вектора Dv


 аналітично можна встано-
вити за допомогою напрямних косинусів: наприклад, відповідно до 

формули (11.10) [1] 
2
3

3
35,1;icos

D

Dx
D 










 

v
vv


; оскільки ж 











30

2
3arccos , то вектор Dv


 утворює кут 30  з віссю x  (див. рис. 

123z.3). 
2-й спосіб – графоаналітичний. Побудуємо трикутник швид-

костей, що відповідає векторній сумі (123.7) 

ADAD vvv 
 . 

На розрахунковій схемі (див. рис. 123z.4): 
 від точки D  відкладаємо вектор Av


, позначивши його кінець 

як 1D ; 
 від точки 1D  відкладаємо вектор ADv


, враховуючи що 

DAAD v  та обираючи напрямок ADv


 за напрямком кутової 

швидкості 2 ; кінець вектора ADv


 позначаємо як 2D  (з несклад-

ного аналізу зрозуміло, що  30DDD 21 ); 
 відповідно до наслідку 2 з теореми про швидкості точок 
при плоскопаралельному русі тіла (див. у § 15.3 с. 25) кінці ве-
кторів Av


, Bv


 і Dv


 швидкостей точок A, B  і D  ланки 2 , які на-
лежать відрізку AD , мають знаходитися на одній прямій; тоді, 
якщо провести через кінці векторів Av


 та Bv


 пряму  2  до її пе-

ретину з прямою  d  , то ця точка перетину й буде визначати 

кінець вектора Dv


, який і зображуємо на розрахунковій схемі, 

направляючи його з точки D  у точку 2D . 
Зауваження № 123.12. По обходу контура трикутника швидкос-
тей вектори Av


 та ADv


 розташовані в одному напрямку, який визна-

чився напрямком відомого вектора Av


, а Dv


 – у протилежному. 
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       Розглянемо збудований трикутник 21DDD  швидкостей: оскіль-

ки відомі дві сторони 1DD  і 21DD  цього трикутника та кут між 
ними, то за теоремою косинусів (див. будь-який довідник з еле-
ментарної тригонометрії) 

 

 
.9546354362733183633

2
3633263330cos2

DDDcosDDDD2DDDDDD

22

22

ADA
2
AD

2
A

21211
2
21

2
1

2
2







vvvv  

Тоді модуль швидкості точки D : 

 сек
м39DDDD 2

22D v . 

Напрямок вектора Dv


 визначимо, наприклад, кутом 21DDD  

між векторами Av


 та Dv


: згідно з теоремою синусів 

   21

21

21

2

DDDsin
DD

DDDsin
DD





 

або 

 21

ADD

DDDsin30sin 



vv

, 

звідки 

  1
2
1

3
630sinDDDsin

D

AD
21 

v
v

. 

Через те що    901arcsin , між векторами Dv


 і Av


 кут 90 ; 

оскільки ж вектор Av


 напрямлений під кутом 60  до осі x , то з 

трикутника 21DDD  на рисунку 123z.4 видно, що вектор Dv


 утво-
рює кут 30  з віссю x . 
 Звісно, що значення, отримані обома способами розв’язування 
задачі (методом проекцій і графоаналітичним), повністю збігаються. 

4.РОЗГЛЯНЕМО ОБЕРТАЛЬНИЙ РУХ ЛАНКИ 3  
4.1. Визначимо кутову швидкість 3  ланки 3 . Оскільки 

точка B , крім ланки 2 , належить і ланці 3 , яка виконує оберталь-
ний рух навколо нерухомої осі, що проходить через нерухому точ-
ку 1O  перпендикулярно до площини знаходження механізму, то за 
формулою (14.9) 
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33B BO v , 

звідки, маючи вже значення Bv , знаходимо 








сек
рад3

1
3

BO3
B

3
v . 

Зображуємо на розрахунковій схемі навколо точки 3O , через 

яку проходить нерухома вісь обертання ланки 3 , дугову стрілку, 
котра визначає кутову швидкість 3  ланки 3  у розглядуваному 

положенні механізму; напрямок цієї дугової стрілки встановлюємо 
за напрямком вектора Bv


 швидкості точки B  – за рухом годинни-

кової стрілки (див. рис. 123z.3 та 123z.4). 
4.2. Визначимо швидкість Kv


 точки K . Згідно з формулою 

(14.9) 








сек
м331KO 33K v . 

Напрямок вектора Kv


 на дотичній  k  визначаємо та зобра-
жуємо на розрахунковій схемі відповідно до встановленого на-
прямку обертання ланки 3  (див. рис. 123z.3 та 123z.4). 
 Говорять, що вектор Kv


 напрямлений за напрямком кутової шви-

дкості 3 . 
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ЗАДАЧА № 124 
Колесо радіусом см45r   котиться без ковзання вниз по по-

хиленій до горизонту під кутом  10  нерухомій прямолінійній ді- 
лянці шляху так, що центр C  колеса 
рухається зі сталою швидкістю 

сек
см90C v  (рис. 124z.1). 

Установити швидкість довіль-
ної точки M  обода колеса залежно 
від значення кута MKT , де 
KT  – діаметр колеса, що проходить 
через точку K  дотику колеса до не-
рухомого шляху. Знайти швидкість 

Mv


 при  60 . 

 
 

      Рис. 124z.1 

 

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 
1. ПОПЕРЕДНІЙ КІНЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ 

Колесо виконує особливий вид плоскопаралельного руху – ко-
чення без ковзання по нерухомій площині, яка у заданій задачі по-
хилена до горизонту під кутом  . 

Оскільки точка C  є центром колеса, яке, як і всі інші розгля-
дувані у теоретичній механіці тіла, є абсолютно твердим тілом, то 
ця точка при коченні колеса не може ні наблизитися, ні віддали-
тися від площини, по якій відбувається кочення1; через це траєк-
торія руху точки C  – паралельна до площини кочення пряма, кот-
ру і зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 124z.3. У та-
кому разі дотична  c  до траєкторії руху точки C  повністю збіга-

ється з самою траєкторією, а вектор Cv


 швидкості цієї точки, зві-

сно, розташований на цій дотичній (див. рис. 124z.3). 
2. РОЗГЛЯНЕМО ПЛОСКОПАРАЛЕЛЬНИЙ РУХ КОЛЕСА 

      Визначимо швидкість Mv


 точки M . Оскільки швидкість Cv


 

відома та точка C  належить колесу, що виконує плоскопаралель-
ний рух, то, обираючи її за полюс, за формулою (15.3) маємо, що 

CMCM vvv 
 ,                                (124.1) 

                                         
1 Важливо розуміти, що зазначену властивість має центр кожного колеса (або будь-
якого круглого тіла) при його коченні по будь-якій площині чи поверхні. 
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де CMv


 – вектор обертальної швидкості точки M  в оберталь-

ному русі колеса навколо обраного полюса C , модуль якої згідно з 
формулою (15.4) 

MCCMv ,                                (124.2) 
де MC  – радіус обертання точки M  в обертальному русі ко-

леса навколо полюса C ,   – кутова швидкість колеса; сам же век-
тор CMv


 перпендикулярний до відрізка MC  ( MCCM v ) і напрям-

лений за напрямком кутової швидкості  , яка поки що невідома. 
Оскільки точка M  – це точка обода колеса, то, безсумнівно, 

см45rMC  . 
Кутову швидкість   знайдемо, дослідивши кінематику точки 

K  колеса. Так само, як і для точки M  за формулою (15.3) 

CKCK vvv 
 ,                                (124.3) 

де CKv


 – вектор обертальної швидкості точки K  в оберталь-

ному русі колеса навколо полюса C , модуль якої згідно з форму-
лою (15.4) 

 KCCKv ,                                (124.4) 
де rMC   – радіус обертання точки K  в обертальному русі 

колеса навколо полюса C , а вектор CKv


 згідно з формулою (15.5) 

проходить перпендикулярно до відрізка KC  ( KCCK v ) і напрям-

лений за напрямком кутової швидкості  . 
Через те що за умовою задачі точка K  колеса не ковзає по не-

рухомому шляхові, то у цьому положенні колеса швидкість 
0K v , 

з урахуванням чого формула (124.3) приводить до рівності 

CKC0 vv 
 , 

виконання якої можливе лише за умови однакових значень моду-
лів Cv  і CKv  та протилежності векторів Cv


 і CKv


, тобто за умови 

CCK vv 
 . 

На розрахунковій схемі на рисунку 124z.3: а) від точки K  зо-
бражуємо вектори Cv


 й CKv


; б) відповідно до напрямку вектора 

CKv


 зображуємо дугову стрілку, яка визначає напрямок обертання 

колеса у розглядуваному положенні, позначивши (підписавши) її 
літерою  . 
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Зауваження № 124.1. Знову розглянемо більш ретельно питання, 
пов’язане зі встановленням напрямку обертання колеса за знайде-
ним напрямком обертальної швидкості CKv


 точки K  в обертальному 

русі колеса навколо полюса C  (див. також зауваження № 123.9 до 
задачі 123 на с. 48). Отже, пам’ятаючи, що плоскопаралельний рух (у 
цьому разі – кочення по нерухомій поверхні) колеса у розглядувано-
му його положенні можна розкласти та сприймати цей складний 
рух як суму двох простих рухів: поступального руху разом з обраною 
за полюс точкою C  й обертального руху навколо цього полюса, 
напрямок обертання колеса встановлюємо за напрямком оберталь-
ної швидкості CKv


 точки K  в обертальному русі колеса навколо по-

люса C , умовно вважаючи, що полюс C  не рухається (див. відповід-
не зображення уявної шарнірно-нерухомої опори на рис. 124z.2). 

 

 
 

Рис. 124z.2. Розкладання плоскопаралельного руху колеса 
 

Значення кутової швидкості встановлюємо з формули (124.4) 

rKC
CCK vv

 . 

 Зауважимо, що, оскільки за умовою задачі constC v , то у такому 
разі й кутова швидкість колеса – стала величина, а саме: 

const
сек
рад2

45
90

r
C 








v . 

У результаті за формулою (124.2) знаходимо, що 

C
C

CM r
rMC vvv   . 

Як відомо (див. відповідне місце підпункту 3.1 задачі 123) 
подальше розв’язування задачі, пов’язане з дослідженням кочення 
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колеса, можна виконати декількома способами. Застосуємо гра-
фоаналітичний спосіб розв’язування2, для чого на підставі вектор-
ної рівності (124.1) 

CMCM vvv 
 , 

яка з точки зору векторної алгебри є векторною сумою, побудуємо 
графічне зображення відповідного векторного паралелограма. 
 Отримане в результаті побудови графічне зображення називаєть-

ся паралелограмом швидкостей, логіка та правила побудови 
якого абсолютно тотожні до логіки та правил побудови паралело-
грама сил – див. відповідні положення статики. 
Через те що векторна сума (124.1) визначає швидкість точки 

M , то від цієї точки на розрахунковій схемі на рисунку 124z.3: 
 враховуючи знайдене значення CCM vv  , відкладаємо вектори 

Cv


 і CMv


, направляючи CMv


перпендикулярно до відрізка MC  

за напрямком кутової швидкості   (див. також рис. 124z.2); 
 будуємо на векторах Cv


 і CMv


, як на сторонах, паралелограм; 

 зображуємо вектор Mv


 як діагональ збудованого паралелогра-
ма швидкостей. 
 Оскільки у розглядуваній задачі паралелограм швидкостей має 
сторони однакової довжини, то у такому разі він, звісно, є ромбом. 

 

 
 

Рис. 124z.3 
                                         
2 Розв’язування цієї задачі методом проекцій охочі можуть виконати самостійно. 
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Умовно прийнявши, що MCT  (див. рис. 124z.3), вико-
наємо геометричний аналіз елементів розрахункової схеми3: 

 оскільки MCCM v , а TCC v , то кут між векторами CMv


 і Cv


 

дорівнює куту між відрізками MC  та TC ; отже, кут між век-
торами CMv


 і Cv


 також дорівнює  ; 

 оскільки MCT  – це центральний кут, який спирається 
на дугу MT  кола, що утворює обід розглядуваного колеса, а 

MKT  – вписаний кут, що спирається на ту ж дугу MT , то 
згідно з властивостями таких кутів 

 2 . 
Відповідно до основних властивостей ромба його діагоналі є 

бісектрисами кутів і розташовані перпендикулярно одна до одної. 
Таким чином, у побудованому ромбі швидкостей діагональ, яка 
визначає вектор Mv


, ділить кут   між векторами CMv


 та Cv


 нав-

піл, через що кути між векторами CMv


 і Mv


 та між векторами Mv


 і 

Cv


 дорівнюють 




2
2

2
. 

Певна річ, що модуль (величину) швидкості руху точки M  ви-
значає довжина зазначеної діагоналі; тоді 

   cos2cos2 CCM  vvv .                   (124.5) 

Узявши до уваги, що за умовою задачі constC v , бачимо, що 

формула (124.5) містить сталий множник C2v  і змінний множник 

cos , який власне і визначає положення розглядуваної точки на 
ободі колеса. З рисунка 124z.3 неважко зрозуміти, що кут   змі-
нюється у межах  900; , що зумовлює відповідні зміни множника 

cos  у межах  01;  і значення Mv  у межах  02 C ;v . 

Оскільки значення 0  визначає положення точки T , то 
порівняно зі швидкостями інших точок обода колеса швидкість 
цієї точки має найбільше значення 

CT 2 vv  . 

                                         
3 Зазначений аналіз можна здійснювати, використовуючи будь-які необхідні для 
цього положення елементарних геометрії та тригонометрії. 
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Значення ж  90  визначає положення точки K  дотику ко-
леса до нерухомого шляху; тоді формула (124.5), природно, приво-
дить до значення 

0K v . 
Продовживши геометричний аналіз елементів розрахункової 

схеми, уточнимо положення вектора Mv


 (або, що те саме, уточни-
мо положення відповідної діагоналі ромба швидкостей): 

 умовно позначимо точку перетину діаметра KT  з прямою, на 
якій знаходиться відкладений від точки M  вектор Cv


, як E  

(див. рис. 124z.3); 
 з прямокутного трикутника TEM , урахувавши, що сума трьох 

кутів будь-якого трикутника дорівнює 180 , знаходимо, що 
  9090180EMTMET180MTE ; 

 тоді з трикутника KTM  маємо, що 
   9090180MTDMKT180KMT  ; 

 оскільки вписаний кут KMT  виявився прямим, то згідно з 
властивостями таких кутів він обов’язково має спиратися на 
діаметр кола, що утворює обід розглядуваного колеса. 
Отже, вектор Mv


 швидкості руху точки M  обода колеса про-

ходить через верхню точку T  діаметра KT  цього колеса, де K  – 
точка дотику його до нерухомої поверхні. 

Оскільки ж за умовою задачі M  – це довільна точка обода, то 
отримані результати дозволяють сформулювати важливий висно-
вок: 
 вектор v  швидкості будь-якої точки обода колеса, що 

котиться без ковзання по нерухомій поверхні, у кожному по-
ложенні колеса утворює прямий кут із відрізком, який спо-
лучає цю точку з точкою дотику колеса до нерухомої поверх-
ні, та лежить на прямій, котра проходить через цю точку й 
верхню точку T  діаметра, що проходить через зазначену 
точку дотику колеса до нерухомої поверхні. 
На рисунку 124z.4 зображено довільні точки A, B  та D  обода 

колеса (положення яких визначають відповідні кути A , B  і D ) 

та вектори Av


, Bv


 і Dv


 швидкостей цих точок. Указані вектори від-
повідно утворюють прямі кути з відрізками AK , BK  та DK  і ле-
жать  на відрізках AT , BT  та DT .  Вектори Av


, Bv


 і Dv


 зображені 
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Рис. 124z.4 

з урахуванням того, що 
згідно з формулою (124.5) 
їх модулі Av , Bv  та Dv  
пропорційні значенням 

Acos , Bcos  і Dcos 4. 
Також на цьому ри-

сунку зображені вектори 
швидкостей точок T  та 
M  обода (положення 
останньої точки визначає 
заданий в умові задачі 
кут  60 ). Певна річ, 
вектор TKT v , а вектор 

MKM v  і лежить на від- 
різку MT . За формулою (124.5) при  60  модуль 








сек
см90

2
1260cos2 CCCM vvvv . 

Загостримо увагу на тому, що всі встановлені значення та 
висновки виявилися ніяк не залежними від кута   нахилу до го-
ризонту прямолінійного шляху, по якому котиться розглядуване 
колесо. Тобто 
 у кожному випадку кочення того чи іншого колеса (круга) по 

будь-як розташованій нерухомій поверхні розподіл швидкос-
тей точок обода цього колеса (круга) буде аналогічним до 
отриманого у цій задачі. 

 

 Розв’язування розглянутої задачі міститься на майже шести сто-
рінках. Надалі будуть викладені та розглянуті методи, які дозволя-
ють розв’язувати цю й аналогічні задачі суттєво простіше і швидше 
(див., наприклад, далі задачу 135). 

                                         
4 Неважко довести, що швидкості Av , Bv  і Dv  точок A , B  та D  (і швидкості всіх ін-

ших точок обода колеса) пропорційні віддалям від цих точок до точки K  дотику ко-
леса нерухомої поверхні. За бажання можна самостійно довести вказану власти-
вість; у разі відсутності бажання, часу чи вміння – див. далі задачу 135. 
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ЗАДАЧА № 125 
Циліндрична втулка 1 багатоланкового механізму ковзає 

праворуч по нерухомій горизонтальній циліндричній штанзі AE  зі 

швидкістю 
сек
см151 v . Для зображеного на рисунку 125z.1 поло-

ження механізму знайти швидкості точок B , D  і C  та кутові 
швидкості ланок 2  і 3 , якщо см 24BD  , CDBC  , см 10DO3   та 

в цю мить 6,0cossin   . Розв’язуючи задачу, при дослідженні 
плоскопаралельного руху застосовувати теорему про швидкості 
точок тіла при плоскопаралельному русі й метод проекцій. 

 

 
 

Рис. 125z.1. Багатоланковий механізм 
 

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 
 Пропонується розв’язати задачу самостійно та звірити власний 
розв’язок із наведеним. 

1. ПОПЕРЕДНІЙ КІНЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ МЕХАНІЗМУ 
Зі схематичного зображення механізму видно, що він склада-

ється з трьох ланок. Ланка 1 (циліндрична втулка) рухається пос-
тупально прямолінійно по штанзі AE , яка з точки зору теоретич-
ної механіки є в’яззю, що обмежує та визначає рух втулки. Ланка 
3  (кривошип DO3 ), рух якої обмежено шарнірно-нерухомою опо-

рою 3O , виконує обертальний рух навколо нерухомої осі, що про-
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ходить через точку 3O  перпендикулярно до площини знаходження 

механізму. Ланка 2  (шатун BD ) виконує плоскопаралельний рух1. 
Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 125z.2: 

1) траєкторію руху точки B  – пряму, що збігається з поздовж-
ньою віссю штанги AE ; 

2) траєкторію руху точки D  – коло радіуса 3D DOR   з центром 

у точці 3O ; 

3) дотичну  b , яка повністю збігається з траєкторію руху точки 

B , і дотичну  d , що утворює прямий кут з радіусом 3DO . 

Оскільки точка C  належить тільки ланці 2 , яка виконує 
складний плоскопаралельний рух, то вказати будь-які кінематичні 
характеристики цієї точки без використання відповідних формул 
та обчислень неможливо. 

2. РОЗГЛЯНЕМО ПОСТУПАЛЬНИЙ РУХ ЛАНКИ 1 
Оскільки за умовою задачі ланка 1 виконує поступальний 

прямолінійний рух зі швидкістю 
сек
см151 v , а точка B  належить 

цій ланці, то 

1B vv 
      і     

сек
см151B  vv . 

Зображуємо на розрахунковій схемі на дотичній  b  вектор 

Bv


 швидкості точки B  (див. рис. 125z.2). 
3. РОЗГЛЯНЕМО ПЛОСКОПАРАЛЕЛЬНИЙ РУХ ЛАНКИ 2  
3.1. Визначимо швидкість Dv


 точки D . Оскільки швид-

кість Bv


відома та точка B , крім ланки 1, належить і ланці 2 , що 
виконує плоскопаралельний рух, то, обираючи точку B  за полюс, 
за формулою (15.3) встановлюємо, що 

BDBD vvv 
 ,                                (125.1) 

де BDv


 – вектор обертальної швидкості точки D  в оберталь-
ному русі ланки 2  навколо обраного полюса B , модуль якої згідно 
з формулою (15.4) 

2BD DB v ,                                (125.2) 
                                         
1 У разі відсутності розуміння, чому ланка 2 виконує саме плоскопаралельний рух, 
див. відповідні пояснення стосовно руху ланки 2 у задачі 123 на с.7. 
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де DB  – радіус обертання точки D  в обертальному русі лан-
ки 2  навколо полюса B , а сам вектор BDv


 перпендикулярний до 

відрізка DB  та напрямлений за напрямком кутової швидкості 2 . 

Оскільки кутова швидкість 2  поки що невідома, то і скорис-
татися формулами (125.2) та (125.1) поки що можливості немає. 

Для продовження розв’язування проведімо через точку B  ор-
тогональні координатні осі так, щоб вісь Bx  проходила через точку 
D 2 (див. рис. 125z.2). З нескладного аналізу елементів розрахунко-
вої схеми видно, що вектор Bv


 проходить під кутом   до осі Bx , а 

пряма  d , на якій обов’язково має бути розташований шуканий 

вектор Dv


, утворює з віссю Bx  кут  .90   Спроектувавши обид-
ві частини векторної рівності (125.1) на осі Bx  і By , дістанемо 

   cos90cos BD  vv ;                    (125.3) 

BDBD sin)90sin( vvv   .                (125.4) 
 При проектуванні враховано, що вектор BDv


 розташований пер-

пендикулярно до відрізка DB , уздовж якого проходить вісь Bx , вна-
слідок чого проекція 0BDx v , а проекція BDBDy vv   через невизна-

ченість напрямку вектора BDv


. 

Оскільки права частина рівняння (125.3) виявилася додат-
ною, то і в лівій частині його обираємо знак «плюс», а врахувавши, 
що    sin90cos  , дістанемо рівність 

 cossin BD  vv , 
з якої 















сек
см15

6,0
6,0

sin
cos

B
BB

D vvvv



. 

З’ясований у рівності (125.3) знак «плюс» її лівої частини, кот-
ра визначає проекцію Dxv  вектора Dv


 на вісь Bx , означає, що на-

прямок цього вектора збігається з додатним напрямком осі Bx ; 
зобразивши його відповідно на прямій  d  на рисунку 125z.2, ба-

чимо, що напрямок вектора Dv


 є протилежним до додатного на-
прямку осі By ; тоді проекція 

                                         
2 Див. зауваження 123.2 до задачі 123 на с. 40. 
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   cos90sin DDDy  vvv , 

з урахуванням чого рівняння (125.4) набуває вигляду 

BDBD sincos vvv   , 
звідки3 

BDBD sincos vvv   . 
Оскільки ліва частина отриманої рівності є сумою двох від’-

ємних доданків, то і в правій частині вибираємо знак «мінус»: 

BDBD sincos vvv   , 
звідки модуль обертальної швидкості точки D  в обертальному русі 
ланки 2  навколо полюса D  









сек
см248,0158,0158,08,0sincos BDBDBD vvvvv  . 

 При обчисленні враховано, що, як відомо з елементарної триго-
нометрії, 1cossin 22    та знайдені значення cos  та sin , яких 
не задано в умові задачі, 

8,064,036,016,01sin1cos 22   ; 

8,064,036,016,01cos1sin 22   . 

З’ясований у правій частини рівності (125.4) знак «мінус» її 
доданка BDv , який визначає проекцію BDyv  вектора BDv


 на вісь By , 

означає, що вектор BDv


 за напрямком протилежний до додатного 

напрямку осі By ; зображуємо відповідно вектор BDv


 на розрахун-
ковій схемі (див. рис. 125z.2). 

3.2. Визначимо кутову швидкість 2  ланки 2 . З формули 
(125.2) 









сек
рад1

24
24

DB
BD

2
v . 

Зображуємо на розрахунковій схемі навколо полюса B  дугову 
стрілку, яка визначає кутову швидкість 2  ланки 2  у розглядува-
ному положенні механізму; напрямок цієї дугової стрілки встанов-
люємо за напрямком обертальної швидкості BDv


 точки D  в обер-

                                         
3 Див. зауваження № 123.5 до задачі 123 на с. 44. 
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тальному русі ланки 2  навколо полюса B  – за рухом годинникової 
стрілки4 (див. рис. 125z.2). 

 
РОЗРАХУНКОВА СХЕМА 

 
 

Рис. 125z.2 
 

3.3. Визначимо швидкість Cv


 точки C . Оскільки точка C  
належить ланці 2 , то, беручи точку B  за полюс (хоча можна було б 
за полюс взяти і точку D , адже її швидкість уже відома), за фор-
мулою (15.3) матимемо 

BCBC vvv 
 ,                                 (125.5) 

де BCv


 – обертальна швидкість точки C  в обертальному русі 

ланки 2  навколо обраного полюса B , модуль якої згідно з форму-
лою (15.4) 









сек
см12112CB 2BC v , 

                                         
4 Див. зауваження № 123.9 до задачі 123 на с. 48. 
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де  см122
24

2
BDCB   – відповідний радіус обертання 

точки C  навколо полюса B . 
Зображуємо на розрахунковій схемі від точки C  вектор BCv


, 

спрямовуючи його перпендикулярно до відрізка CB   CBBC v  за 

напрямком кутової швидкості 2  (див. рис. 125z.2). Додатково на 

розрахунковій схемі зображено пряму  1 , яка свідчить, що модулі 

BCv  і BDv  пропорційні віддалям CB  та DB  від цих точок до полюса 

B  (на підставі того, що 2BC CB v  і 2BD DB v ). 

       Таким чином, обидва доданки правої частини векторного рів-
няння (125.5) визначені повністю та однозначно.  

Далі врахуємо, що: 
 вісь Bx  системи координат Bxy , уведеної у підпункті 3.1 за-

дачі, проходить через точку C , і тому немає потреби застосо-
вувати іншу систему відліку; 

 відповідно до наслідку 1 з теореми про швидкості точок при 
плоскопаралельному русі тіла (див. § 15.3) 

BxCx vv  ; 

 з урахуванням відповідних значень і розрахункової схеми 
(див. рис. 125z.2) 









сек
см96,015cosBBx vv . 

Тоді, спроектувавши обидві частини рівняння (125.5) на об-
рані осі (по суті, виникає потреба у проектуванні тільки на вісь 
By ), отримаємо 

                   сек
см9Cx v ; 

01212128,015sin BCBCy  vvv  , 

де Cxv  і Cyv  – відповідно проекції на осі Bx  та By  вектора Cv


. 

Оскільки виявилося, що проекція 0Cy v , то це однозначно 

свідчить (як має бути відомо будь-кому з тих, хто правильно засво-
їв процес проектування) про те, що в розглядуваному положенні 
вектор Cv


: 

 спрямований перпендикулярно до осі By ; 
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 проектується на вісь Bx  у дійсну (натуральну) величину; 
 має модуль, що дорівнює абсолютному значенню проекції Cxv : 









сек
см99CxC vv . 

Отримане ж значення 
09Cx v  

однозначно свідчить, що напрямок вектора Cv


 збігається з додат-

ним напрямком осі Bx . Зображуємо відповідно цей вектор на роз-
рахунковій схемі (див. рис. 125z.2). 
 Якщо відкласти всі знайдені значення швидкостей з дотриман-
ням масштабу швидкостей, то відповідно до наслідку 2 з теореми 
про швидкості точок при плоскопаралельному русі тіла (див. §15.3) 
кінці векторів Bv


, Cv


 та Dv


 швидкостей відповідних точок відрізка 

BD  обов’язково мають знаходитися на одній прямій (див. на розра-
хунковій схемі на рисунку 125z.2 пряму  2 )5. 

4. РОЗГЛЯНЕМО ОБЕРТАЛЬНИЙ РУХ ЛАНКИ 3  
Визначимо кутову швидкість 3  ланки 3 . Оскільки точка 

D , крім ланки 2 , належить і ланці 3 , яка виконує обертальний рух 
навколо нерухомої осі, то відповідно до формули (14.9) 

33D DO v , 

звідки, маючи вже значення Dv , знаходимо 









сек
рад5,1

10
15

DO3

D
3

v  

та зображуємо на розрахунковій схемі навколо точки 3O  дугову 

стрілку, котра визначає кутову швидкість 3  ланки 3  у розгляду-

ваному положенні, встановлюючи напрямок цієї дугової стрілки за 
напрямком вектора Dv


 – проти руху годинникової стрілки (див. 

рис. 125z.2). 

                                         
5 Див. зауваження № 123.11 до задачі 123 на с. 51. 
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ЗАДАЧА № 126 
Брус 1 довжиною см94DK   приєднаний шарнірами D  й E  

відповідно до повзунів 2  та 3 , рух яких обмежено напрямними, 
похиленими під кутом   до горизонту кожна. Знайти швидкості 

точок D , E , C  і K  бруса та його кутову швидкість 1  і швидкість 

3v
  повзуна 3 для моменту часу, коли брус перебуває у горизон- 

 
 

Рис. 126z.1 

тальному положенні, 
якщо в цю мить пов-
зун 2  ковзає вздовж 
своїх напрямних зі 

швидкістю 
сек
см682 v  

(див. рис. 126z.1), а 
см60DE  , CEDC  , 

17
15sin  . 

Розв’язуючи задачу, при дослідженні плоскопаралельного ру-
ху застосовувати теорему про швидкості точок тіла при плоско-
паралельному русі та графоаналітичний спосіб розв’язування. 
 

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 
 Пропонується розв’язати задачу самостійно та звірити власний 
розв’язок із наведеним. 

1. ПОПЕРЕДНІЙ КІНЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ МЕХАНІЗМУ 
Зі схематичного зображення механізму видно, що він склада-

ється з трьох ланок: ланки 2  і 3  (повзуни) виконують поступаль-
ні прямолінійні рухи (кожна вздовж своїх напрямних), а ланка 1 
(брус DK ) виконує плоскопаралельний рух; зображуємо на розра-
хунковій схемі на рисунку 126z.2 траєкторії рухів точки D  (як та-
кої, що належить ланці 2 ) і точки E  (як такої, що належить ланці 
3 ) та відповідні дотичні  d  й  e , які повністю збігаються з траєк-
торіями рухів точок D  і E , розуміючи, що обов’язково на дотич-
ній  d  має бути розташованим вектор Dv


, а на дотичній  e  – век-

тор Ev


. Оскільки точки C  і K  належать тільки ланці 2 , яка вико-
нує складний плоскопаралельний рух, то вказати будь-які кінема-



ПЛОСКОПАРАЛЕЛЬНИЙ РУХ ТІЛА.  ШВИДКОСТІ ТОЧОК І КУТОВІ ШВИДКОСТІ ТІЛ 

 - 69 - 

тичні характеристики цих точок без використання відповідних 
формул і обчислень неможливо. 

2. РОЗГЛЯНЕМО ПОСТУПАЛЬНИЙ РУХ ЛАНКИ 2  
Оскільки за умовою задачі ланка 2  виконує поступальний 

прямолінійний рух зі швидкістю 2v , а точка D  належить цій лан-
ці, то 

сек
см682D  vv      і     2D vv 

 . 

Зображуємо на розрахунковій схемі від точки D  на дотичній 
( )d  вектор Dv


 швидкості точки D  (див. рис. 126z.2). 

3. РОЗГЛЯНЕМО ПЛОСКОПАРАЛЕЛЬНИЙ РУХ ЛАНКИ 1 
3.1. Визначимо швидкість Ev


 точки E . Оскільки швид-

кість Dv


 відома та точка D , крім ланки 2 , належить і ланці 1, що 
виконує плоскопаралельний рух, то, обираючи точку D  за полюс, 
відповідно до формули (15.3) запишімо швидкість точки E , яка 
також належить ланці 1; отже, 

DEDE vvv 
 ,                                (126.1) 

де DEv


 – вектор обертальної швидкості точки E  в оберталь-
ному русі ланки 1 навколо полюса D . 

Згідно з формулою (15.4) модуль 

1DE ED v ,                                  (126.2) 
де ED  – радіус обертання точки E  в обертальному русі ланки 

1 навколо полюса D , а сам вектор DEv


 згідно з формулою (15.5) 

проходить перпендикулярно до відрізка ED  ( EDDE v ) та напрям-

лений за напрямком кутової швидкості 1  ланки 1. 

Оскільки кутова швидкість 1  поки що невідома, то і скорис-
татися формулами (126.2) та (126.1) поки що можливості немає. 

Для продовження розв’язування побудуємо трикутник швид-
костей, що відповідає векторній сумі (126.1), для чого на розрахун-
ковій схемі на рисунку 126z.2: 

 від точки E  відкладаємо вектор Dv


; 

 відповідно до формули (126.1) від кінця вектора Dv


 необхідно 

відкласти вектор DEv


, модуль DEv  якого обчислити неможливо 

через відсутність значення 1 , але відомо, що EDDE v ; тоді 
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через кінець вектора Dv


 перпендикулярно до відрізка ED  

проводимо пряму  e ; очевидно, що вектор DEv


, початок яко-

го визначається кінцем вектора Dv


, лежить на прямій  e ; 

 оскільки, як з’ясовано ще в пункті 1 розв’язуваної задачі, век-
тор Ev


 знаходиться на дотичній  e , то точка перетину прямих 

 e  та  e  і визначає кінці векторів DEv


 на прямій  e  та Ev


 

на прямій  e ; зображуємо ці вектори1. 
 По обходу контуру трикутника швидкостей вектори Dv


 і DEv


 роз-
ташовані в одному напрямку (що визначається напрямком відомого 
вектора Dv


), а вектор Ev


 – у протилежному. 

Аналізуємо та визначаємо відповідні кути й сторони побудо-
ваного трикутника швидкостей2, який умовно позначимо 21EEE : 

 умовно позначимо пряму, котра проходить через точку E  та 
на якій відкладено вектор Dv


, як  1 ; 

 не викликає сумніву, що пряма  d , котра проходить через 

точку D , паралельна до прямої  1 ; якщо ж розглядати від-
різок DE  як січну між цими паралельними прямими, то 

 1DEE  (див. будь-який довідник з елементарної геомет-
рії); 

 позначимо точку перетину сторони 21EE  трикутника швидко-

стей з відрізком DE  як 3E  (умовно); 

 з трикутника 31EEE  видно, що  90EEE 31 , а з трикут-

ника 32EEE  –  90EEE 32 ; 

 оскільки в трикутнику 21EEE  два його кути виявилися одна-

ковими (  90EEEEEE 1221 ), то він є рівнобедреним і 

21 EEEE  ; якщо враховувати, що довжини сторін трикутника 
швидкостей визначають модулі відповідних швидкостей, то 

сек
см68DE  vv ; 

                                         
1 Див. зауваження № 123.8 до задачі 123 на с. 46. 
2 Зазначену задачу можна розв’язувати, використовуючи будь-які необхідні для цьо-
го положення елементарних геометрії та (або) тригонометрії. 
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 оскільки в прямокутному трикутнику 31EEE  катет 31EE  є про-

тилежним до кута  , то 

sinEEEE 131  ; 

 через те що в рівнобедреному трикутнику 21EEE  висота 3EE  

одночасно є і медіаною (див. будь-який довідник з елементар-
ної геометрії), то 3231 EEEE   та 

sinEE2EE2EE 13121  ; 

 якщо врахувати, що довжини сторін трикутника швидкостей 
визначають модулі відповідних швидкостей, то 

 сек
см120

17
15682sin2 DDE  vv 3. 

 

 
 

Рис. 126z.2 
 

3.2. Визначимо кутову швидкість 1  ланки 1. З фор-
мули (126.2): 
                                         
3 Див. зауваження до задачі 1 у роботі [3, с. 15]. 
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




 сек
рад2

60
120

ED
DE

1
v . 

Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 126z.2 навко-
ло полюса D  дугову стрілку, що визначає кутову швидкість 1  
ланки 1 у розглядуваному положенні механізму; напрямок цієї ду-
гової стрілки встановлюємо за напрямком вектора DEv


 – проти 

руху годинникової стрілки4. 
3.3. Визначимо швидкість Cv


 точки C . Оскільки точка C  

належить ланці 1, то, обираючи точку D  за полюс (хоча можна бу-
ло б за полюс взяти і точку E , адже її швидкість уже відома), від-
повідно до формули (15.3) отримуємо, що 

DCDC vvv 
 ,                                  (126.3) 

де DCv


 – вектор обертальної швидкості точки C  в оберталь-

ному русі ланки 1 навколо обраного полюса D , модуль якої згідно 
з формулою (15.4) 

 сек
см602302

2
60

2
DECD 11DС  v , 

де CD  – радіус обертання точки C  навколо полюса D . 
На розрахунковій схемі на рисунку 126z.2 від точки C  відпо-

відно до векторної суми, що визначається формулою (126.3), буду-
ємо трикутник швидкостей: 

 відкладаємо вектор Dv


, позначивши його кінець як 1C ; 

 від точки 1C  відкладаємо вектор DCv


, ураховуючи, що 

CDDC ⊥v , та обираючи напрямок DCv


 за напрямком кутової 

швидкості 1 ; кінець вектора DCv


 позначаємо як 2C ; 

 зображуємо вектор Cv


, направляючи його з точки C  у точку 

2C . 
 По обходу контуру отриманого трикутника швидкостей вектори 

Dv


 і DCv


 розташовані в одному напрямку, а вектор Cv


 – у протилеж-
ному. 

Аналізуємо побудований трикутник швидкостей 21CCC : 

 оскільки за розрахунками сек
см120DE v , а сек

см60DС v , то 

                                         
4 Див. зауваження № 123.9 до задачі 123 на с. 48. 
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2
DE

DС
vv  ; 

 урахувавши, що довжини сторін трикутника швидкостей ви-
значають модулі відповідних швидкостей, матимемо 

31
21

21 EE
2
EECC  ; 

 з елементарного геометричного аналізу елементів розрахунко-
вої схеми зрозуміло, що 

 90EEECCC 3121 ; 

 тоді 3121 EEECCC   , що одночасно визначає розташування 

точки 2C  і вектора Cv


 на поздовжній осі ланки 1; 

 з урахуванням викладеного 

 сек
см3217

868cosDC  vv . 

3.4. Визначимо швидкість Kv


 точки K . Оскільки точка 
K  належить ланці 1, то, вибираючи точку C  за полюс, за форму-
лою (15.3) записуємо 

CKCK vvv 
 ,                                  (126.4) 

де CKv


 – вектор обертальної швидкості точки K  в оберталь-

ному русі ланки 1 навколо обраного полюса C , модуль якої згідно 
з формулою (15.4) 

     сек
см12826423094CDDKKC 11CK  v , 

де KC  – радіус обертання точки K  навколо полюса C . 
На розрахунковій схемі на рисунку 126.z.2 від точки K  від-

повідно до формули (126.4) будуємо трикутник швидкостей: від-
кладаємо вектор Cv


; від кінця вектора Cv


 відкладаємо вектор CKv


, 

враховуючи, що KCCK v , та обираючи напрямок CKv


 за напрям-

ком кутової швидкості 1 ; зображуємо вектор Kv


, направляючи 

його з точки K  у кінець вектора CKv


. 

 По обходу контуру трикутника швидкостей вектори Cv


 і CKv


 роз-

ташовані в одному напрямку, а вектор Kv


 – у протилежному. 

Оскільки побудований трикутник швидкостей виявився пря-
мокутним, то за теоремою Піфагора 
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    






сек
см94,13117321740812832 222

CK
2

CK vvv . 

 Відповідно до наслідку 2 з теореми про швидкості точок при 
плоскопаралельному русі тіла (див. §15.3) кінці векторів Dv


, Cv


, Ev


 

та Kv


 швидкостей точок D , C , E  і K  ланки 1 , котрі належать від-

різку DK , знаходяться на одній прямій; тоді, якщо провести через 
кінці векторів Dv


 та Kv


 пряму, наприклад,  2 , то кінці векторів Cv


 і 

Ev


 також мають бути на цій прямій (див. рис. 126.z.2)5. 

4. РОЗГЛЯНЕМО ПОСТУПАЛЬНИЙ РУХ ЛАНКИ 3  
Оскільки точка E , швидкість Ev


 якої вже відома, крім ланки 

1, належить і ланці 3 , котра за умовою задачі виконує поступаль-
ний прямолінійний рух, то 

E3 vv 
  

і 

сек
см68E3  vv , 

де 3v


 і 3v  – вектор і модуль швидкості поступального руху пов-

зуна 3  відповідно. 
 На розрахунковій схемі на рисунку 126.z.2 можна зобразити век-
тор 3v


 швидкості поступального руху ланки 3  від будь-якої точки 

цієї ланки (можна цього і не робити, розуміючи, що вектор Ev


 одно-

значно визначає 3v


). 

                                         
5 Див. зауваження № 123.11 до задачі 123 на с. 51. 
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ЗАДАЧА № 127 
Для зображеного на рисунку 127z.1 положення багатоланко-

вого механізму визначити швидкості точок F , B  й A та кутові  
швидкості ланок 2  і 3 ,  
якщо  см 5,2RFO 11  ,  

см 20BOFB 3  , AFAB   і 
в цю мить приводне колесо 
1 обертається за рухом го-
динникової стрілки з куто-

вою швидкістю 
сек
рад81  . 

Розв’язуючи задачу, 
при дослідженні плоско-
паралельного руху застосо-
вувати теорему про швид-
кості  точок  тіла  при 
плоскопаралельному русі. 

 
 

Рис. 127z.1. 

 
РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 

 Пропонується розв’язати задачу самостійно та звірити власний 
розв’язок із наведеним. 

1. ПОПЕРЕДНІЙ КІНЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ МЕХАНІЗМУ 
Зі схематичного зображення механізму видно, що він склада-

ється з трьох ланок. Рух ланки 1 (приводного колеса, котре за 
своєю конструктивною суттю є кривошипом, до якого пальцем F  
приєднано шатун FB ) обмежено шарнірно-нерухомою опорою 1O , 

а ланки 3  (коромисла 3BO ) – аналогічною опорою 3O , через що за-

значені ланки виконують обертальні рухи навколо нерухомих 
осей, які відповідно проходять через точки 1O  і 3O  перпендикуляр-

но до площини знаходження механізму. 
Після розгляду й аналізу руху ланки 2  (шатуна FB ) стає зро-

зумілим, що ця ланка виконує плоскопаралельний рух. 
Оскільки палець F , який за поняттями теоретичної механіки 

є точковим шарніром, належить ланці 1, котра виконує обер-
тальний рух, то траєкторією руху точки F  є коло радіуса FO1 , а 

вектор Fv


 швидкості цієї точки лежить на дотичній  f  до її траєк-
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торії руху. На підставі аналогічних міркувань траєкторією руху точ-
ки B  механізму, як такої, що належить ланці 3 , є певна дуга кола 
радіуса BO3 , а вектор Bv


 швидкості цієї точки лежить на дотичній 

 b  до її траєкторії руху. Зображуємо на розрахунковій схемі на 

рисунку 127z.2 траєкторії рухів точок F  і B  та дотичні  f  і  b , 
кожна з яких у розглядуваному положенні проходить під прямим 
кутом до відповідного радіуса:   FOf 1  та   BOb 3 . Звісно, що 

зображені дотичні  f  і  b  однозначно встановлюють «місця роз-

ташування» векторів Fv


 та Bv


 відповідно. 
Оскільки точка A належить тільки ланці 2 , що виконує 

складний плоскопаралельний рух, то вказати будь-які кінематичні 
характеристики цієї точки без використання необхідних формул і 
обчислень неможливо. 

2. РОЗГЛЯНЕМО ОБЕРТАЛЬНИЙ РУХ ЛАНКИ 1 
Оскільки кутова швидкість 1  обертання ланки 1 відома, то 

за формулою (14.9) знаходимо модуль Fv  швидкості точки F  









сек
см2085,2FO 11F v , 

а напрямок вектора Fv


 на дотичній  f  визначаємо за напрямком 

кутової швидкості 1 , зображуючи відповідно Fv


 на розрахунко-
вій схемі на рисунку 127z.2. 

3. РОЗГЛЯНЕМО ПЛОСКОПАРАЛЕЛЬНИЙ РУХ ЛАНКИ 2  
Зауваження № 127.1. У задачі 123 зазначалося, що дослідження 
плоскопаралельного руху ланки 2  можна виконати декількома спо-
собами, та в процесі розв’язування вказаної задачі розглянуто два з 
можливих – метод проекцій і графоаналітичний спосіб, які з на-
вчальною метою застосовувалися незалежно один від одного (по суті, 
одну задачу було розв’язано двічі). Важливо розуміти, що для будь-
якої задачі (навчальної, виробничої чи наукової) на будь-якому етапі 
її розв’язування можна (і навіть бажано) застосовувати той чи ін-
ший можливий спосіб, свідомо обираючи симбіоз цих способів за 
умови максимального спрощення процесу розв’язування. Звісно, що 
зазначене вміння свідомо обирати симбіоз з’являється лише після 
набуття достатнього необхідного досвіду. Розглянемо один з можли-
вих варіантів подальшого розв’язування розглядуваної задачі. 



ПЛОСКОПАРАЛЕЛЬНИЙ РУХ ТІЛА.  ШВИДКОСТІ ТОЧОК І КУТОВІ ШВИДКОСТІ ТІЛ 

 - 77 - 

3.1. Визначимо швидкість Bv


 точки B . Проведімо через 
точку B  ортогональні координатні осі так, щоб одна з осей, на-
приклад вісь Bx , проходила б через точку F 1 (див. рис. 127z.2). 

Оскільки точки F , A та B  ланки 2  знаходяться на осі Bx , то 
згідно з наслідком 1 з теореми про швидкості точок при плоско-
паралельному русі тіла (див. у § 15.3 с. 24) проекції Fxv , Axv  і Bxv  

швидкостей Fv


, Av


 і Bv


 цих точок на вісь Bx  рівні: 

BxAxFx vvv  .                                (127.1) 

З розрахункової схеми (див. рис. 127z.2) з урахуванням від-
повідних значень очевидно, що 









сек
см32,17310

2
32030cosFFx vv . 

Тоді згідно з рівністю (127.1) 









сек
см32,17310FxAxBx vvv . 

Відкладаємо від точки B  знайдену проекцію Bxv 2, після чого 

через відповідний кінець проекції Bxv  проводимо під прямим ку-

том до осі Bx  пряму  b  до її перетину з прямою  b ; знайдена в 

такий спосіб точка їх перетину і визначає кінець вектора Bv


, який 
зображуємо на рисунку 127z.2 на розрахунковій схемі, з несклад-
ного аналізу елементів котрої встановлюємо, що 

 60cosBBx vv , 

звідки, підставляючи встановлене вище значення Bxv , отримаємо 















сек
см64,34320

5,0
310

60cos
Bx

B
vv . 

 Якби за умовою необхідно було б визначити тільки швидкість Bv


, 
то розв’язування задачі можна було б закінчувати в цьому місці. 

3.2. Визначимо кутову швидкість 2  ланки 2 . Обираючи 
точку F  за полюс, запишемо за теоремою про швидкості точок 
при плоскопаралельному русі тіла (див. формулу (15.3) у §15.3) 
швидкість точки B : 
                                         
1 Див. зауваження 123.2 до задачі 123 на с. 40. 
2 Значення проекцій Axv  і Bxv  збігаються як за величиною, так і за знаком. 
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FBFB vvv   ,                                (127.2) 
де FBv


 – вектор обертальної швидкості точки B  в обертально-

му русі ланки 2  навколо обраного полюса F , модуль якого згідно з 
формулою (15.4) 

2FB BF v ,                                (127.3) 
де BF  – радіус обертання точки B  в обертальному русі ланки 

2  навколо полюса F . 
Відповідно до формули (15.5) вектор FBv


 розташований пер-

пендикулярно до вказаного радіуса  BFFB v  та напрямлений за 

напрямком кутової швидкості 2 , яка на цьому етапі розв’язуван-

ня задачі невідома, а тому визначити модуль FBv  за формулою 

(127.3) і вказати напрямок вектора FBv


 поки що можливості не-
має. 

Для продовження розв’язування спроектуємо обидві частини 
векторної рівності (127.2) тільки на вісь By 3: 

FBFB 30sin60sin vvv  .                   (127.4) 
 При проектуванні враховано, що вектор FBv


 розташований пер-

пендикулярно до відрізка BF , уздовж якого проходить вісь Bx , вна-
слідок чого проекція 0FBx v , а проекція FBFBy vv   через невизна-

ченість напрямку вектора FBv


. 

Лишивши у рівнянні (127.4) невизначений доданок FBv  у 
правій частині4, перетворимо це рівняння до вигляду 

FBFB 30sin60sin vvv  . 
Оскільки ліва частина отриманої рівності є сумою двох додат-

них доданків, то і в правій частині обираємо знак «плюс»: 

FBFB 30sin60sin vvv  , 
звідки модуль обертальної швидкості точки B  в обертальному русі 
ланки 2  навколо полюса F  









сек
см401030

2
120

2
332030sin60sin FBFB vvv . 

                                         
3 У цьому полягає різниця в процесі розв’язування розглядуваної задачі порівняно із 
задачею 123, де відповідну векторну рівність необхідно було проектувати на обидві 
координатні осі. 
4 Див. зауваження № 123.5 до задачі 123 на с. 44. 
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З’ясований у правій частини рівності (127.4) знак «плюс» її 
доданка FBv , який визначає проекцію FByv  вектора FBv


 на вісь By , 

означає, що цей вектор за напрямком збігається з додатним на-
прямком осі By ; зображуємо відповідно вектор FBv


 на розрахун-

ковій схемі (див. рис. 127z.2). 
 

 
 

Рис. 127z.2 
 

Тепер з формули (127.3) отримуємо, що 









сек
рад2

20
40

BF
FB

2
v . 

Зображуємо на розрахунковій схемі навколо полюса F  дугову 
стрілку, яка визначає кутову швидкість 2  ланки 2  у розглядува-
ному положенні механізму; напрямок цієї дугової стрілки встанов-
люємо за напрямком обертальної швидкості FBv


 точки B  в обер-
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тальному русі ланки 2  навколо полюса F  – за рухом годинникової 
стрілки5 (див. рис. 127z.2). 

3.3. Визначимо швидкість Av
  точки A. Оскільки, як уже 

встановлено вище, 
 сек
cм32,17310FxAx  vv , 

то відкладаємо від точки A проекцію Axv  (ураховуючи, що значен-

ня її збігається з проекціями Fxv  та Bxv  і за величиною, і за зна-

ком) та через відповідний кінець проекції Axv  проводимо під пря-

мим кутом до осі Bx  пряму  a  (див. рис. 127z.2); очевидно, що 

кінець вектора Av


 знаходиться на прямій  a . На відміну від ситу-

ації з вектором Bv


, для якого його місце розташування (а саме до-

тична  b ) було відоме ще з попереднього кінематичного аналізу, 

для вектора Av


 така інформація відсутня. 
 Якщо відкласти всі знайдені значення швидкостей з дотриман-
ням масштабу швидкостей, то положення кінця вектора Av


 на пря-

мій  a  можна визначити графічно, скориставшись наслідком 2 з 
теореми про швидкості точок при плоскопаралельному русі тіла 
(див. §15.3): оскільки точки F , A  та B  ланки 2  належать відрізку 
FB , то кінці векторів Fv


, Av


 і Bv


 швидкостей точок F , A  та B   
знаходяться на одній прямій; тоді проводимо через кінці векторів 

Fv


 і Bv


 пряму, наприклад,  2 ; точка перетину прямої  2  з прямою 

 a  й визначає кінець вектора Av


 – зображуємо його на розрахун-
ковій схемі (див. рис. 127z.2). Інколи, розв’язуючи аналогічні задачі, 
параметри вектора Av


 можна легко встановити з геометричного 

аналізу необхідних елементів розрахункової схеми6. 
Визначимо вектор Av


 за допомогою кінематичного аналізу. 

Оскільки точка A належить ланці 2 , то, беручи точку F  за полюс 
(хоча можна було б за полюс взяти і точку B , адже її швидкість 
уже відома), за формулою (15.3) матимемо 

FAFA vvv   ,                                (127.5) 

                                         
5 Див. зауваження № 123.9 до задачі 123 на с. 48. 
6 Див. зауваження № 123.11 до задачі 123 на с. 51. 
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де FAv


 – вектор обертальної швидкості точки A в обертально-
му русі ланки 2  навколо обраного полюса F , модуль якої згідно з 
формулою (15.4) 

 сек
cм20210AF 2FA  v , 

       де  см10
2

20
2

BFAF   – відповідний радіус обертання точ-

ки A навколо полюса F . 
Зображуємо на розрахунковій схемі від точки A вектор FAv


, 

спрямовуючи його перпендикулярно до відрізка AF   AFFA v  за 

напрямком кутової швидкості 2  (див. рис. 127z.2). Додатково на 

розрахунковій схемі зображено пряму  1 , яка свідчить, що модулі 

FBv  і FAv  пропорційні віддалям BF  та AF  від цих точок до полюса 

F  (на підставі того, що 2FB BF v  і 2FA AF v ). 
Таким чином, обидва доданки правої частини векторної рів-

ності (127.5) визначені повністю й однозначно. 
Далі врахуємо, що: 

 вісь Bx  системи координат Bxy , уведеної у підпункті 3.1 за-
дачі, проходить через точку A і тому немає потреби застосо-
вувати іншу систему відліку; 

 як вже встановлено вище, проекція 

 сек
cм32,17310Ax v ; 

 спроектувавши обидві частини векторної рівності (127.5) на 
вісь By , дістанемо і значення проекції вектора Av


 на цю вісь 

 сек
cм10205,02030sin FAFAy  vvv . 

Оскільки обидві проекції виявилися додатними, то це одно-
значно свідчить, що в розглядуваному положенні механізму на-
прямок вектора Av


 збігається з додатними напрямками координа-

тних осей Bx  і By 7, а згідно з формулами (11.7) і (11.9) [1] 

j10i32,17ji AyAxA
  vvv  

                                         
7 Звісно, що отримане свідчення про напрямок вектора Av


 повністю збігається з йо-

го напрямком, установленим вище, з використанням наслідку 2 з теореми про 
швидкості точок при плоскопаралельному русі тіла. 
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та 

         
 .сек
см204001003100

10031010310 22222
Ay

2
AxA



 vvv
 

Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 127z.2 про-
екцію Ayv  (можна цього і не робити, тому що вектор Av


 у розгляду-

ваній задачі вже визначений однозначно, але в будь-якому разі 
зображення вектора Av


 має відповідати його обчисленим проекці-

ям Axv  та Ayv ). 

 У разі потреби положення вектора Av


 аналітично можна визначи-
ти за допомогою напрямних косинусів: наприклад, відповідно до 
формули (11.10) [1] 

2
3

20
310;icos

A

Ax
A 










 

v
vv


; 

оскільки ж 











30

2
3arccos , 

то, звісно, вектор Av


 утворює кут 30  з віссю Bx  (див. рис. 127z.2). 

4. РОЗГЛЯНЕМО ОБЕРТАЛЬНИЙ РУХ ЛАНКИ 3  
Визначимо кутову швидкість 3  ланки 3 . Оскільки точка 

B , крім ланки 2 , належить і ланці 3 , що виконує обертальний рух 
навколо нерухомої осі, то відповідно до формули (14.9) 

33B BO v , 

звідки, маючи вже значення Bv , знаходимо 









 сек

рад732,13
20

320
BO3

B
3

v . 

Зображуємо на розрахунковій схемі навколо точки 3O , через 

яку проходить нерухома вісь обертання ланки 3 , дугову стрілку, 
котра визначає кутову швидкість 3  ланки 3  у розглядуваному 

положенні механізму; напрямок цієї дугової стрілки встановлюємо 
за напрямком швидкості Bv


 точки B  – проти руху годинникової 

стрілки (див. рис. 127z.2). 
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ЗАДАЧА № 133 
Для зображеного на рисунку 133z.1 положення плоского ме-

ханізму, рух якого відбувається завдяки обертанню кривошипа 1 
зі сталою кутовою швидкістю 1  за рухом годинникової стрілки 

навколо нерухомої осі, що проходить через точку 1O  перпендику-
лярно до площини знаходження механізму, знайти швидкості то-
чок  A, B , D , E , K , C  і F  та кутові швидкості ланок  2 , 3 , 4  і 5 , 

 
 

Рис. 133z.1 

якщо м5,0AO1  , 
м2BDAB  , 
м6,1AE  , 

3,4мDE  , 
м1KOBO 33  , 

1,5мKC 4   , 






 сек
рад361 1. 

Ланка 5  – диск 
радіуса м4,0r5  , що 

котиться без ковзан-
ня по горизонталь-
ній площині та 
центр симетрії якого 
пальцем C  з’єдна-
ний з ланкою 4 . 

Досліджуючи 
плоскопаралельний  

рух, застосовувати поняття про миттєвий центр швидкостей ті-
ла, що виконує плоскопаралельний рух. 

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 
1. ПОПЕРЕДНІЙ КІНЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ МЕХАНІЗМУ2 
Ланки 1 і 3  виконують обертальні рухи навколо нерухомих 

осей, що проходять через точки 1O  й 3O  перпендикулярно до пло-

щини знаходження механізму; ланка 2  виконує плоскопаралель-
ний рух. Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 133z.2 
                                                        
1 Див. також задачу 123, де розглянуто рух механізму, який є частиною зображеного 
на рисунку 133z.1 механізму у тотожному положенні аналогічних ланок 1 ÷ 3. 
2 Див. виноску 3 до задачі 123 на с. 36. 
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траєкторії рухів точки A (як такої, що належить ланці 1), точок B  
і K  (як таких, що належать ланці 3 ) та дотичні  a ,  b  і  k  відпо-
відно3. 

Оскільки при русі механізму: а) поздовжня вісь KC  ланки 4  
не лишається паралельною сама собі, то ця ланка не виконує пос-
тупальний рух; б) у ланки 4  немає нерухомої точки, через яку 
проходила б вісь її обертання, то ця ланка не виконує обертально-
го руху; в) усі точки цієї ланки рухаються тільки в площині розта-
шування механізму, то ланка 4  виконує плоскопаралельний рух. 

Диск 5  котиться без ковзання по горизонтальній площині, 
що є особливим видом плоскопаралельного руху. 

Оскільки точка C  є центром абсолютно твердого диска 5 , то 
при його коченні ця точка не може ні наблизитися, ні віддалитися 
від площини, по якій відбувається кочення; тому в цьому разі тра-
єкторією руху точки C  є горизонтальна пряма, котру і зображуємо 
на розрахунковій схемі на рисунку 133z.2, усвідомлюючи, що 
дотична  c  повністю збігається з траєкторією руху точки C . 

Тому що точка F  – це точка обода диска 5 , який котиться без 
ковзання по нерухомій площині, то, як відомо, траєкторією руху 
цієї точки, як і всіх інших точок обода, є відповідна циклоїда4. 

Через те, що точки E  та D  належать тільки ланці 2 , яка ви-
конує складний плоскопаралельний рух, указати будь-які кінема-
тичні характеристики цих точок без застосування відповідних 
формул і обчислень неможливо. 

2. ВИЗНАЧЕННЯ ШВИДКОСТЕЙ ТОЧОК 
І КУТОВИХ ШВИДКОСТЕЙ ЛАНОК 

Оскільки ланка 1 виконує обертальний рух, то за формулою 
(14.9) обчислюємо модуль швидкості точки A 

 сек
м196,533365,0AO 11A  v . 

Зображуємо на розрахунковій схемі на дотичній  a  вектор 

Av


 обертальної швидкості точки A, визначаючи його напрямок за 

напрямком заданої кутової швидкості 1  (див. рис. 133z.2). 

                                                        
3 Див. також відповідний пункт задачі 123, рис. 123z.2 і зауваження до нього. 
4 Історично циклоїда (від грецьк. κυκλοειδής; таку назву, яка означає «та, що походить 
від круга», ввів Галілео Галілей) виявилася однією з перших досконало схарактеризо-
ваних трансцендентних кривих (див. http://www.etudes.ru/ru/etudes/cycloid/). 
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Розглядаючи плоскопаралельний рух ланки 2 , для знахо-
дження швидкостей точок B , D  й E  цієї ланки оберімо за полюс 
не точку A (як це робилося в задачі 123), а миттєвий центр швид-
костей ланки 2  – точку 2P , швидкість 

2Pv  якої у розглядуваному 

положенні механізму дорівнює нулю ( 0
2P v ). Для визначення по-

ложення точки 2P  встановлюємо у точці A перпендикуляр  a  до 

вектора Av


 і в точці B  перпендикуляр  b  до прямої  b ; точка 2P  

знаходиться на перетині перпендикулярів  a  та  b , що й зо-
бражуємо на розрахунковій схемі (див. рис. 133z.2). 

 

 
 

Рис. 133z.2 



С.М. ЖИГИЛІЙ     НАВЧАЛЬНИЙ ПОСІБНИК З ТЕОРЕТИЧНОЇ МЕХАНІКИ 

 - 86 - 

Зауваження № 133.1. Миттєвий центр швидкостей ланки 2  по-
значено як 2P  для підкреслення факту, що ця точка має відношення 

саме до ланки 2 . Умовимося всім характерним точкам тієї чи іншої 
ланки надавати відповідні індекси (наприклад, 3O  – точка, через 

яку проходить вісь обертання ланки 3 ; 5P  – миттєвий центр швид-

костей ланки 5  тощо). 
За теоремою про швидкості точок при плоскопаралельному 

русі тіла (див. §15.3, формулу (15.3)) швидкість точки A, як такої, 
що належить ланці 2 , визначає векторна сума 

APPA 22
vvv 

 . 

Оскільки ж 0
2P v , то у цьому разі теорема набуває вигляду 

APA 2
vv 

 , 

де AP2v


 – вектор обертальної швидкості точки A в оберталь-

ному русі ланки 2  навколо миттєвого центра швидкостей 2P . 
Зауваження № 133.2. Аналізуючи останню формулу, доходимо 
висновку, що у разі обрання за полюс миттєвого центра швидкостей 
розглядуваного тіла його складний плоскопаралельний рух начебто 
зводиться до простого обертального руху навколо умовної осі 
обертання, яка у кожному положенні тіла проходить через його 
миттєвий центр швидкостей (див. рис. 133z.3). Важливо розумі-
ти, що умовне зведення плоскопаралельного руху до вказаного 
обертального має місце лише при визначенні швидкостей точок 
тіла та його кутової швидкості. 

Згідно з формулою (15.6) модуль 

22A AP v ,                                 (133.1) 

де 2AP  – радіус обертання точки A в обертальному русі лан-

ки 2  навколо полюса 2P . 

Оскільки у формулі (133.1) значення модуля Av  вже відомо, то 

із цієї формули, попередньо знайшовши віддаль 2AP , можна 

встановити значення кутової швидкості 2  ланки 2 . 
Зауваження № 133.3. При розв’язуванні задачі аналітичним спо-
собом віддаль 2AP  визначають з відповідного геометричного аналі-
зування елементів розрахункової схеми; у разі графічного розв’язу-
вання цю віддаль (як і всі інші необхідні віддалі) визначають прос-
тим вимірюванням з урахуванням масштабу довжини. Аналітичний 
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спосіб розв’язування передбачає знання елементарної геометрії, а 
графічний – необхідність зображення розрахункової схеми із суво-
рим дотриманням обраного масштабу довжини. 

 

 
 

Рис. 133z.3. Зведення плоскопаралельного руху ланки 2  
 
Довжину 2AP  визначимо з трикутника 2ABP . З нескладного 

геометричного аналізу елементів розрахункової схеми (див. рис. 
133z.2 та 133z.45) зрозуміло, що: 

 30150180BAP2 , 

 12060180ABP2 . 
З урахуванням факту рівності 180  суми трьох кутів будь-

якого трикутника встановлюємо, що в трикутнику 2ABP  

 3012030180ABPPAB180ABP 222 . 
                                                        
5 На рисунку 133z.4 зображені деякі елементи розрахункової схеми, які потрібні для 
аналітичного визначення необхідних віддалей; рисунок 133z.4 є допоміжним і пев-
ним фрагментом розрахункової схеми. При розв’язуванні будь-яких практичних 
задач немає ніякої потреби зображувати такий фрагмент окремим рисунком. 
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Оскільки виявилося, що 
 30ABPBAP 22 , 

то розглядуваний трикутник 

2ABP  є рівнобедреним. Опус-
тивши у цьому трикутнику з 
його вершини B  висоту BH  
та усвідомлюючи, що зазна-
чена висота одночасно є і бі-
сектрисою, і медіаною (див. 
будь-який довідник з елемен-
тарної геометрії), встановлю-
ємо, що 

AH2AP2  , 
де 

 30cosABAH , 
як катет, прилеглий до кута 
30  у прямокутному трикут-

нику AHB . Тоді 

 
 

      Рис. 133z.4 

 м322
32230cosAB2AP2  6, 

а з формули (133.1) 











 сек
рад5,1

32
33

AP2
A

2
v . 

Урахувавши напрямок вектора Av


 (який, як це встановлено 

вище, одночасно є і вектором AP2v


 швидкості точки A в обер-

тальному русі ланки 2  навколо полюса 2P ), зображуємо на розра-

хунковій схемі навколо полюса 2P  дугову стрілку, котра визначає 

кутову швидкість 2  ланки 2  у розглядуваному положенні; нева-

жко зрозуміти, що для відповідності напрямку вектора Av


 цю ду-
гову стрілку необхідно спрямувати проти руху годинникової стріл-
ки (див. рис. 133z.2). 

Зауваження № 133.4. На прикладі розв’язуваної задачі більш ши-
роко розглянемо ті прості міркування, які мають зняти всі труднощі 

                                                        
6 Звісно, що цю віддаль можна знайти й за допомогою інших положень елементарних 
геометрії та (чи) тригонометрії й відповідних допустимих дій. 
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та сумніви, що виникають у деяких студентів при встановленні на-
прямку обертання розглядуваної ланки за знайденим напрямком 
обертальної швидкості певної точки навколо миттєвого центра 
швидкостей цієї ланки. Отже, для встановлення напрямку обертан-
ня ланки 2  за напрямком вектора APA 2

vv 
  необхідно: а) аналізуючи 

кінематику цієї ланки, зосереджувати увагу тільки на її русі, ніяк не 
розглядаючи рухи інших ланок та в’язі, що обмежують та визнача-
ють ці рухи; б) уявити, що у точці 2P  розташована шарнірно-нерухо-
ма опора, через відповідний шарнір якої перпендикулярно до пло-
щини розташування механізму проходить вісь умовного миттєвого 
обертання цієї ланки; в) усвідомити, що напрямок вектора Av


 одно-

значно встановлює для радіуса 2AP  необхідність обертатися навколо 
вказаної уявної осі проти руху годинникової стрілки (див. також від-
повідне зображення на рис. 133z.3)7. 

 

 Порівнявши встановлені значення кутової швидкості 2  та її на-
прямок із цими ж характеристиками, встановленими у задачі 123, 
де при дослідженні плоскопаралельного руху ланки 2  за полюс було 
обрано точку A , бачимо, що вибір полюса ніяк не вплинув на хара-
ктеристики обертальної частини плоскопаралельного руху. 

Сполучаємо точки D  та E  ланки 2  з полюсом 2P  відрізками 

2DP  й 2EP  відповідно (див. рис. 133z.2). Згідно з формулою (15.6) 
модулі швидкостей точок B , D  та E  визначають залежності: 

22B BP v ,                                 (133.2) 

22D DP v ,                                 (133.3) 

22E EP v .                                 (133.4) 

Оскільки трикутник 2ABP  виявився рівнобедреним, то 

м2ABBP2  . 

Довжину 2DP  визначимо, наприклад, з трикутника 2BPD , в 
якому (див. рис. 133z.2 та 133z.4): 

 2BPDB  , і, отже, він є рівнобедреним, тоді DBPBDP 22  ; 

  60120180DBP2 ; 
 оскільки сума трьох кутів будь-якого трикутника дорівнює 

180 , то в трикутнику 2BPD  

                                                        
7 Див. також зауваження № 123.9 до задачі 123 на с. 48. 
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   12060180DBP180DBPBDP 222 ; 

 
 







 60
2

120
2

DBPBDPDBPBDP 22
22 ; 

 оскільки три кути виявилися рівними, то трикутник 2BPD  є 
не тільки рівнобедреним, але й рівностороннім, через що 

м2BPDBDP 22  . 

Дещо громіздко, але нескладно довести8, що м16,2EP2  . 
Урахувавши визначені віддалі, за формулами (133.2)(133.4) 

дістанемо: 

 сек
м35,12BP 22B  v , 

 сек
м35,12DP 22D  v , 

 сек
м24,35,116,2EP 22E  v . 

Зображуємо на розрахунковій схемі вектори: а) Bv


 на дотич-

ній  b ; б) згідно з формулою (15.7) 2D DPv  і 2E EPv . Напрямки 
всіх векторів визначаємо та зображуємо відповідно до встановле-
ного напрямку обертання ланки 2  (див. рис. 133z.2). 

Розглядаючи обертальний рух ланки 3  й ураховуючи, що 
швидкість Bv


 точки B  цієї ланки вже відома, з формули 

33B BO v  
знаходимо 






 сек
рад3

1
3

BO3
B

3
v . 

Зображуємо на розрахунковій схемі навколо точки 3O  дугову 

стрілку, яка визначає кутову швидкість 3  у розглядуваному по-

ложенні, встановлюючи її напрямок за напрямом вектора Bv


 – за 
рухом годинникової стрілки (див. рис. 133z.2). 

Згідно з формулою (14.9) модуль 

 сек
м331KO 33K  v , 

а напрямок вектора Kv


 на дотичній  k  визначаємо та зображуємо 

                                                        
8 Бажаючим пропонується отримати це самостійно. 
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на розрахунковій схемі за напрямком кутової швидкості 3  ланки 

3  (див. рис. 133z.2)9. 
Розглядаючи плоскопаралельний рух ланки 4  оберімо за по-

люс миттєвий центр швидкостей цієї ланки – точку 4P , швид-

кість 
4Pv  якої у розглядуваному положенні дорівнює нулю ( 0

4P v ). 

Для визначення положення точки 4P , бачачи, що ланці 4  нале-

жать дві позначені (підписані) точки K  і C , встановлюємо у точці 

K  перпендикуляр  k  до вектора Kv


 й у точці C  перпендикуляр 

 c  до прямої  c ; точка 4P  знаходиться на перетині перпендику-

лярів  k  та  c , що й зображуємо на рисунку 133z.2. 
Згідно з формулою (15.6) модулі швидкостей точок K  і C  (як 

таких, що належать ланці 4 ) визначають залежності: 

44K KP v ,                                (133.5) 

44C CP v .                                 (133.6) 

Оскільки у формулі (133.5) модуль Kv  вже відомий, то з неї, 

попередньо знайшовши віддаль 4KP , встановлюємо, що 

4

K
4 KP

v
 10, 

а на розрахунковій схемі зображуємо навколо полюса 4P  дугову 

стрілку, яка визначає кутову швидкість 4  ланки 4  у розглядува-

ному положенні; напрямок цієї дугової стрілки встановлюємо за 
напрямком вектора Kv


 – проти руху годинникової стрілки (див. 

рис. 133z.2). 
Тоді, маючи значення 4  та знайшовши віддаль 4CP , за фор-

мулою (133.6) обчислюємо значення модуля Cv , а на розрахунковій 

схемі на дотичній  c  зображуємо вектор Cv


, встановлюючи його 

напрямок за напрямком кутової швидкості 4  (див. рис. 133z.2). 
                                                        
9 Розглянута до цього місця частина заданого механізму тотожна механізму задачі 
123 (за винятком зовнішнього вигляду ланки 2 , але не положень точок A , B  і D  цієї 
ланки). Звісно, що всі встановлені тут кінематичні характеристики точок і ланок по-
вністю збігаються з відповідними характеристиками, знайденими у задачі 123. 
10 Подальше розв’язування задачі проведімо у загальному вигляді, не знаходячи чи-
сельних значень шуканих параметрів. 
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Розглядаючи кочення ланки 5  по нерухомій площині, оберімо 
за полюс її миттєвий центр швидкостей 5P , визначення поло-
ження якого не потребує ніяких побудов, оскільки 
 миттєвим центром швидкостей диска (як і будь-якого іншого 

абсолютно твердого матеріального тіла якої завгодно геомет-
ричної форми), що котиться без ковзання по нерухомій пло-
щині (або по поверхні), є точка дотику тіла до цієї нерухомої 
площини (поверхні). 
Зображуємо відповідно точку 5P  на розрахунковій схемі на 

рисунку 133z.2. та за формулою (15.6) визначаємо, що модулі 
швидкостей точок C  і F  (як таких, що належать ланці 5 ): 

55C CP v ,                                 (133.7) 

55F FP v .                                 (133.8) 

Оскільки у формулі (133.7) модуль Cv  вже відомий, а з умови 
задачі та розрахункової схеми (див. рис. 133z.2) очевидно, що 

м4,0rCP 55  , 

то з формули (133.8) встановлюємо, що 






 сек
рад

4,0r
C

5

C
5

vv , 

а на розрахунковій схемі зображуємо навколо полюса 5P  дугову 

стрілку, що визначає кутову швидкість 5  ланки 5  у розглядувано-

му положенні, встановлюючи напрямок цієї стрілки за напрямком 
вектора Cv


 – проти руху годинникової стрілки (див. рис. 133z.2). 

Тоді, маючи значення 5  та знайшовши з прямокутного три-

кутника 5FCP  за теоремою Піфагора віддаль 

     м24,02rr2rrCPFCFP 2222
5

2
5  , 

за формулою (133.8) обчислюємо значення 

 сек
м2

4,0
24,0FP C

C
55F vvv   , 

а на розрахунковій схемі зображуємо вектор Fv


, згідно з форму-

лою (15.7) спрямовуючи його перпендикулярно до 5FP  ( 5F FPv ) 

за напрямком кутової швидкості 5  ланки 5  (див. рис. 133z.2). 
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ЗАДАЧА № 134 
Для зображеного на рисунку 134z.1 положення плоского бага-

толанкового механізму визначити швидкості точок E , D , K , J  та 
кутові швидкості ланок 2  і 3 ,  якщо в цю мить  приводне колесо 1 

 
 

              Рис. 134z.1 

радіуса 1R  обертається проти 
руху годинникової стрілки 
навколо нерухомої осі, що 
проходить через точку 1O  
перпендикулярно до площи-
ни знаходження механізму, 
маючи кутову швидкість 1   
(вважати, що всі геометричні 
розміри елементів механізму 
та значення 1  відомі1). 

Досліджуючи плоскопа-
ралельний рух, уживати по-
няття про миттєвий центр 
швидкостей тіла, що виконує 
плоскопаралельний рух. 

 
РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 

1. ПОПЕРЕДНІЙ КІНЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ МЕХАНІЗМУ2 
Ланка 1 виконує обертальний рух навколо нерухомої осі, що 

проходить через точку 1O  перпендикулярно до площини знахо-
дження механізму. 

Рух ланки 3  (повзуна) обмежено напрямними, які дозволяють 
їй рухатися лише вздовж самих напрямних, не припускаючи ні-
якого повороту. Через це будь-який відрізок, проведений в тілі по-
взуна, весь час при його русі лишається паралельним сам собі і, 
отже, ланка 3  виконує поступальний рух. 

Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 134z.2 траєк-
торії рухів точок E  (як такої, що належить ланці 1) і D  (як такої, 
що належить ланці 3 ) та відповідні дотичні  e  і  d , усвідомлюю-

                                                        
1 Розв’яжімо задачу в загальному вигляді, не знаходячи чисельних значень шуканих 
параметрів. 
2 Див. виноску 3 до задачі 123 на с. 36. 
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чи, що дотична  d  повністю збігається з траєкторією руху точки 

D , та розуміючи, що обов’язково на дотичній  e  має бути розта-

шованим вектор Ev


, а на дотичній ( )d  – вектор Dv


. 
Оскільки при русі механізму: а) будь-який відрізок, напри-

клад EJ , ланки 2  не лишається паралельним сам собі, то ця лан-
ка не виконує поступальний рух; б) у ланки 2  немає нерухомої 
точки, через яку проходила б вісь її обертання, то ця ланка не ви-
конує обертального руху; в) усі точки цієї ланки рухаються тільки 
в площині розташування механізму, то ланка 2  виконує плоскопа-
ралельний рух. 

Через те, що точки K  та J  належать тільки ланці 2 , яка ви-
конує складний плоский рух, указати будь-які кінематичні харак-
теристики цих точок без застосування відповідних формул і 
обчислень неможливо. 

2. ВИЗНАЧЕННЯ ШВИДКОСТЕЙ ТОЧОК 
І КУТОВИХ ШВИДКОСТЕЙ ЛАНОК 

Розглядаючи обертальний рух ланки 1, модуль швидкості її 
точки E  визначаємо за формулою (14.9) 

11E EO v . 
Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 134z.2 на до-

тичній  e  вектор Ev


 швидкості точки E , встановлюючи його на-

прямок за напрямком заданої в умові кутової швидкості 1 . 
Розглядаючи плоскопаралельний рух ланки 2 , оберімо за 

полюс миттєвий центр швидкостей цієї ланки – точку 2P , швид-

кість 
2Pv  якої у розглядуваному положенні механізму дорівнює ну-

лю ( 0
2P v ). Попередньо зауважуємо, що ланці 2  належать дві точ-

ки E  і D , для яких вже відомі певні кінематичні характеристики: 
для точки E  – її траєкторія руху, дотична  e  та швидкість Ev


, а 

для точки D  – її траєкторія руху та дотична  d . Тоді для визна-

чення положення точки 2P  встановлюємо у точці E  перпендику-

ляр  e  до вектора Ev


 й у точці D  перпендикуляр  d  до дотич-

ної  d ; точка 2P  знаходиться на перетині перпендикулярів  e  та 

 d , що і зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 134z.2. 
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Відповідно до формули (15.6) модулі швидкостей точок E  і D  
(як таких, що належать ланці 2 ) визначають залежності 

22E EP v                                   (134.1) 
та 

22D DP v .                                 (134.2) 

Оскільки у формулі (134.1) модуль Ev  вже відомий, то з неї, 

попередньо знайшовши віддаль 2EP 3, встановлюємо, що 

2

E
2 EP

v
 , 

а на розрахунковій схемі на рисунку 134z.2 зображуємо навколо 
полюса 2P  дугову стрілку, яка визначає кутову швидкість 2  лан-
ки 2  у розглядуваному положенні, встановлюючи напрямок цієї 
стрілки за напрямком вектора Ev


 – за рухом годинникової стрілки4. 

 

 
 

Рис. 134z.2 
 

Тоді, маючи значення 2  та знайшовши віддаль 2DP , за фо-

рмулою (134.2) обчислюємо значення модуля Dv , а на розрахунко-
                                                        
3 Див. зауваження № 133.3 до задачі 133 на с. 8687. 
4 Див. зауваження № 133.4 до задачі 133 на с. 8889. 
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вій схемі на дотичній  d  зображуємо вектор Dv


, встановлюючи 

його напрямок за напрямком кутової швидкості 2  ланки 2  (див. 
рис. 134z.2). 

Сполучивши точки K  і J  ланки 2  з полюсом 2P  відрізками 

2KP  та 2JP  відповідно (див. рис. 134z.2), за формулою (15.6) обчис-
люємо модулі швидкостей цих точок 

22K KP v  
і 

22J JP v . 

Згідно з формулою (15.7) зображуємо на розрахунковій схемі 
вектори 2K KPv  і 2J JPv , визначаючи напрямки обох відповід-

но до встановленого напрямку кутової швидкості 2  ланки 2  (див. 
рис. 134z.2). 

Оскільки точка D , крім ланки 2 , належить і ланці 3 , котра за 
умовою задачі виконує поступальний прямолінійний рух, то 

D3 vv 
  

та 

D3 vv  , 

де 3v


 і 3v  – вектор і модуль швидкості поступального руху пов-

зуна 3 . 
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ЗАДАЧА № 135 
Колесо радіусом см45r   котиться без ковзання вниз по по-

хиленій до горизонту під кутом  10  нерухомій прямолінійній 
ділянці шляху так, що центр C  колеса рухається зі сталою швидкі-

стю 
сек
см90C v  (див. рис. 135z.1 і задачу 124). 

Використовуючи поняття про 
миттєвий центр швидкостей тіла, 
що виконує плоскопаралельний рух, 
установити швидкість довільної точ-
ки M  обода колеса залежно від зна-
чення кута MKT , де KT  – діа-
метр колеса, що проходить через точ-
ку K  дотику колеса до нерухомого 
шляху. Знайти швидкість Mv


 при 

 60 . 

 
 

      Рис. 135z.1 

 

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 
Оскільки: 

 точка C  є центром колеса, яке виконує особливий вид плоско-
паралельного руху – кочення без ковзання нерухомим прямолі-
нійним шляхом, то ця точка при коченні колеса не може ні на-
близитися, ні віддалитися від цього шляху1, через що траєкторі-
єю руху точки C  є паралельна до шляху, по якому котиться ко-
лесо, пряма; 

 колесо котиться, торкаючись у заданому його положенні неру-
хомого шляху точкою K , то швидкість 0K v ; тобто у цю мить 
точка K  і є миттєвим центром швидкостей P  колеса. 

Зображуємо на розрахунковій схемі: а) траєкторією руху точ-
ки C ; б) дотичну  c  до цієї траєкторії руху, усвідомлюючи, що у 

цьому разі дотична  c  повністю збігається із самою траєкторією, 

а вектор Cv


 розташований на цій дотичній; в) миттєвий центр 

швидкостей колеса KP   (див. рис. 135z.2). 
Обираючи точку P  за полюс, відповідно до формули (15.6) 

записуємо, що модуль 
                                         
1 Див. також на с. 54 відповідний пункт задачі 124. 
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CPCv ,                                  (135.1) 

де СР  – радіус обертання точки C  в обертальному русі коле-
са відносно полюса P ; безсумнівно rСР  . 

Тоді з формули (135.1) кутова швидкість колеса 

rCP
CC vv

      або     






сек
рад2

45
90

r
Cv . 

На розрахунковій схемі на рисунку 135z.2 навколо полюса P  
зображуємо дугову стрілку, позначивши її  ; вона визначає на-
прямок обертання колеса у розглядуваному положенні (звісно, на-
прямок цієї дугової стрілки узгоджуємо з напрямком вектора Cv


). 

 Порівнявши знайдені значення кутової швидкості   і її напря-
мок із цими ж характеристиками, встановленими у задачі 124, де 
при дослідженні кочення колеса за полюс обиралася точка C , бачи-
мо, що вибір полюса ніяк не вплинув на характеристики оберталь-
ної частини плоскопаралельного руху. 

Знову таки, згідно з формулами (15.6) і (15.7) записуємо, що 
модуль 

MРMv ,                                  (135.2) 
а вектор 

MPM v ,                                           () 
де MР  – радіус обертання точки M  в обертальному русі ко-

леса навколо полюса P . 
Для знаходження віддалі MР  і положення вектора Mv


 уявимо 

й проаналізуємо кут TMP . З урахуванням того, що T , M  і KP   
– це точки кола, яке утворює обід розглядуваного колеса, то відпо-
відно до положень елементарної геометрії TMP  – уписаний кут з 
вершиною у точці M ; оскільки ж цей уписаний кут спирається на 
півкола (чи на діаметр KT ), то він є прямим (див. будь-який дові-
дник з елементарної геометрії). Тобто 

MPMT  .                                         () 
Через те, що за умовою задачі M  – це довільна точка обода, 

виконаний вище аналіз кута TMP  і порівняння формул () та () 
дозволяють сформулювати важливий висновок: 
 вектор Mv


 швидкості будь-якої точки M  обода колеса 

(або кола круга), що котиться без ковзання по нерухомій по-
верхні, у кожному положенні колеса утворює прямий кут із 
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відрізком MР , котрий сполучає цю точку з миттєвим 
центром швидкостей P  колеса (круга), який у кожний і в 
будь-який момент часу знаходиться у точці дотику колеса 
(круга) до нерухомої поверхні, та лежить на прямій, котра 
проходить через розглядувану точку M  і верхню точку T  
діаметра, що проходить через миттєвий центр швидкостей P . 
Тепер із прямокутного трикутника TMP  (у якому TP  – гіпо-

тенуза, а MT  і MP  – катети) встановлюємо, що прилеглий до за-
даного в умові задачі кута   катет 

 cosr2cosTPMP  . 
Остаточно за формулою (135.2) встановлюємо, що 

 cos2
r

cosr2MР C
C

M  vvv              (135.3) 

або 








сек
смcos180cos902cos2 CM vv .      (135.3) 

 
 

Рис. 135z.2 

Узявши до уваги, що  
const90C v , бачимо, 

що встановлена формула 
(135.3) містить сталий 
множник 1802 C v  і 

змінний множник cos , 
який власне й визначає 
положення розглядуваної 
точки на ободі колеса. З 
рисунка 135z.2 неважко 
зрозуміти, що кут   змі-
нюється у межах  900; , 
що зумовлює відповідні 
зміни множника cos  у 
межах  01;  і значення 

Mv  у межах  02 C ;v . 

Оскільки значення 0  визначає положення точки T , то 
порівняно зі швидкостями інших точок обода колеса швидкість 
цієї точки має найбільше значення 

CT 2 vv  . 



С.М. ЖИГИЛІЙ     НАВЧАЛЬНИЙ ПОСІБНИК З ТЕОРЕТИЧНОЇ МЕХАНІКИ 

 - 100 - 

На рисунку 135z.3 зображено довільні точки A, B  та D  обода 
колеса (положення яких визначають відповідні кути A , B  і D ) 

та вектори Av


, Bv


 і Dv


 швидкостей цих точок. Згідно з формулою 
(15.7) указані вектори відповідно утворюють прямі кути з відрізка- 
ми AP , BP  і DP  й, звіс-
но, лежать на відрізках 
AT , BT  і DT . Вектори ж 

Av


, Bv


 та Dv


, зображені з 
урахуванням того, що за 
формулою (15.6) їх модулі 

 AРAv , 

 BРBv , 

 DРDv , 
тобто пропорційні найко-
ротшим віддалям AP , 
BP  і DP  від цих точок до 
миттєвого центра швид-
костей P . 

 
 

Рис. 135z.3 

Також на цьому рисунку зображені вектори швидкостей то-
чок T  та M  обода (положення останньої точки визначає заданий 
в умові задачі кут  60 ). Певна річ, вектор TPT v , а вектор 

MKM v  і лежить на відрізку MT . За формулою (135.3) при 
 60  модуль 








сек
см90

2
1260cos2 CCCM vvvv . 

Загостримо увагу на тому, що всі встановлені значення та 
висновки виявилися ніяк не залежними від кута   нахилу до го-
ризонту прямолінійного шляху, по якому котиться розглядуване 
колесо. Тобто 
 у кожному випадку кочення того чи іншого колеса (круга) по 

будь-як розташованій нерухомій поверхні розподіл швидкос-
тей точок обода цього колеса (круга) буде аналогічним до 
отриманого у цій задачі. 
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ЗАДАЧА № 136 
Для зображеного на рисунку 136z.1 положення багатоланко-

вого механізму знайти швидкості точок F , B , C  й A та кутові 
швидкості ланок 2  і 3 , якщо см5,2FO1  , см 20FB  , AFAB  , 

см10BC  , см 20BO3   і в цей момент часу приводне колесо 1 ра- 

діуса см6R1   обертаєть-
ся за рухом годинникової 
стрілки з кутовою швид-

кістю 
сек
рад81   (див. та-

кож задачу 127). 
При розв’язуванні 

задачі, досліджуючи плос-
копаралельний рух, засто-
совувати поняття про 
миттєвий центр швид-
костей тіла, що виконує 
плоскопаралельний рух. 

 
 

    Рис. 136z.1 
 

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 
 Пропонується розв’язати задачу самостійно та звірити власний 
розв’язок із наведеним. 

1. ПОПЕРЕДНІЙ КІНЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ МЕХАНІЗМУ 
Механізм складається з трьох ланок. Ланки 1 та 3  виконують 

обертальні рухи навколо нерухомих осей, які проходять через не-
рухомі точки 1O  й 3O  перпендикулярно до площини знаходження 

механізму, а ланка 2  виконує плоскопаралельний рух; зображуємо 
на розрахунковій схемі на рис. 136z.2 траєкторії рухів точок F  та 
B  і відповідні дотичні  f  та  b 1. 

2. ВИЗНАЧЕННЯ ШВИДКОСТЕЙ ТОЧОК 
І КУТОВИХ ШВИДКОСТЕЙ ЛАНОК 

Оскільки ланка 1 виконує обертальний рух, то за формулою 
(14.9) знаходимо модуль Fv  швидкості точки F  









сек
см2085,2FO 11F v . 

                                                        
1 Див. також на с. 75 ÷ 76 відповідний пункт задачі 127. 
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Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 136z.2 на до-
тичній  f  вектор Fv


 обертальної швидкості точки F , установлю-

ючи його напрямок за напрямком кутової швидкості 1 . 
 

 
 

Рис. 136z.2 
 

Для ланки 2 , яка виконує плоскопаралельний рух, знайдемо 
положення її миттєвого центра швидкостей 2P , для чого: встанов-

люємо у точці F  перпендикуляр  f  до вектора Fv


 та у точці B  

перпендикуляр  b  до прямої  b ; точка 2P , швидкість 
2Pv  котрої 

у розглядуваному положенні механізму дорівнює нулю ( 0
2P v ), 

знаходиться на перетині перпендикулярів  f  і  b . Зображуємо 

точку 2P  на розрахунковій схемі та сполучаємо її з точками A й C  

відрізками 2AP  та 2CP  відповідно (див. рис. 136z.2). 
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Тоді відповідно до формули (15.6) модулі швидкостей точок 
F , A, B  і C  визначають відповідно залежності: 

22F FP v                                   (136.1) 
та 













,CP
,BP
,AP

22C

22B

22A





v
v
v

                                (136.2) 

де, наприклад, 2FP  – радіус обертання точки F  в оберталь-

ному русі ланки 2  навколо полюса 2P 2. 

З нескладного геометричного аналізу3 трикутника FBP2  (див. 
рис. 136z.2) зрозуміло, що: 

  30FBP2 ,  90BFP2 ; 

  см10
2

20
2

FBFP2   – як катет у прямокутному трикутнику 

FBP2 , що лежить проти кута 30 ; 

      см32,173103001020FPFBBP 222
2

2
2   – 

за теоремою Піфагора. 
Аналізуючи довжини сторін та кути чотирикутника FCBP2 , 

доходимо висновку, що він є прямокутником, діагоналі якого 
см20FBCP2  , 

а 

 см10
2

20
2

CPAP 2
2  . 

Тоді з формули (136.1) знаходимо модуль 









сек
рад2

10
20

FP2

F
2

v . 

Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 136z.2 навко-
ло точки 2P  дугову стрілку, яка визначає кутову швидкість 2  
ланки 2  у розглядуваному положенні; напрямок цієї дугової стріл-
ки (за рухом годинникової стрілки) встановлюємо за напрямком 
вектора Fv


, розуміючи, що цей вектор безперечно визначає і век-

                                                        
2 Див. зауваження № 133.2 до задачі 133 на с. 86. 
3 Див. зауваження № 133.3 до задачі 133 на с. 8687. 
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тор FP2
v  обертальної швидкості точки F  в обертальному русі 

ланки 2  навколо полюса 2P . 
Зауваження № 136.1. Іще раз розглянемо «труднощі та сумніви» 
при встановлення напрямку обертання ланки 2  за напрямком век-
тора FPF 2

vv 
 . Тож, для вирішення цього питання необхідно: а) ана-

лізуючи кінематику цієї ланки, не звертати ніякої уваги на рухи ін-
ших ланок та в’язі, що обмежують і визначають ці рухи; б) уявити, 
що через точку 2P  перпендикулярно до площини розташування меха 
нізму проходить вісь 
умовного миттєвого 
обертання цієї ланки; 
в) усвідомити, що 
напрямок вектора Fv


 

однозначно встанов-
лює для радіуса 2FP  
необхідність оберта-
тися навколо зазна-
ченої осі за рухом го-
динникової стрілки 
(див. рис. 136z.3)4. 

 
 

   Рисунок 136z.3 

 

 Порівнявши встановлені значення кутової швидкості 2  та її на-
прямок із цими ж характеристиками, встановленими в у задачі 127, 
де при дослідженні плоскопаралельного руху ланки 2  за полюс оби-
ралася точка F , бачимо, що вибір полюса ніяк не вплинув на ха-
рактеристики обертальної частини плоскопаралельного руху. 

Маючи значення 2 , за формулами (136.2) встановлюємо, що 
модулі 









сек
см20210AP 22A v , 









сек
см64,343202310BP 22B v , 









сек
см40220CP 22C v . 

                                                        
4 Див. також зауваження № 133.4 до задачі 133 на с. 8889. 
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Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 136z.2 за на-
прямком кутової швидкості 2  ланки 2 : 

1) вектор Av


, згідно з формулою (15.7) спрямовуючи його пер-

пендикулярно до відрізка 2AP  ( 2A APv ); 

2) вектор Bv


 (на дотичній  b ); 

3) вектор Cv


, згідно з формулою (15.7) спрямовуючи його пер-

пендикулярно до відрізка 2CP  ( 2C CPv ). 
Оскільки ланка 3  виконує обертальний рух, то за формулою 

(14.9) 

33B BO v , 

звідки модуль кутової швидкості ланки 3  









сек
рад73,13

20
320

BO3

B
3

v . 

Зображуємо на розрахунковій схемі навколо точки 3O  дугову 

стрілку, яка визначає кутову швидкість 3  ланки 3  у розглядува-
ному положенні механізму; напрямок цієї дугової стрілки встанов-
люємо за напрямком вектора Bv


 – проти руху годинникової стріл-

ки (див. рис. 136z.2)5. 
 

                                                        
5 Безсумнівно, встановлені тут кінематичні характеристики усіх точок і ланок меха-
нізму повністю збігаються з відповідними характеристиками, знайденими у задачі 
127 (див. с. 75 ÷ 82). 
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ЗАДАЧА № 137 
Циліндрична втулка 1 багатоланкового механізму ковзає 

праворуч по нерухомій горизонтальній циліндричній штанзі AE  зі 

швидкістю 
сек
см151 v . Для зображеного на рисунку 137z.1 поло-

ження механізму знайти швидкості точок B , D  і C  та кутові 
швидкості ланок 2  і 3 , якщо см 24BD  , CDBC  , см 10DO3   і в 

цю мить 
5
3cossin    (див. також задачу 125). 

Розв’язуючи задачу, при дослідженні плоскопаралельного ру-
ху застосовувати поняття про миттєвий центр швидкостей тіла, 
що виконує плоскопаралельний рух. 

 

 
 

Рис. 137z.1. Багатоланковий механізм: 
а) схематичне зображення;   б) кінематична схема 

 
РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 

 Пропонується розв’язати задачу самостійно та звірити власний 
розв’язок із наведеним. 

1.ПОПЕРЕДНІЙ КІНЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ МЕХАНІЗМУ 
Механізм складається з трьох ланок. Ланка 1 (циліндрична 

втулка) рухається поступально прямолінійно по штанзі AE . Ланка 
3  (кривошип DO3 ) виконує обертальний рух навколо нерухомої 

осі, що проходить через точку 3O  перпендикулярно до площини 
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знаходження механізму. Ланка 2  (шатун BD ) виконує плоскопара-
лельний рух. Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 
137z.2 траєкторії рухів точки B  (як такої, що належить ланці 1) і 
точки D  (як такої, що належить ланці 3 ) та відповідні дотичні  b  

і  d , розуміючи, що обов’язково на дотичній  b  має бути розта-

шованим вектор Bv


, а на дотичній  d  – вектор Dv


1. 
2. ВИЗНАЧЕННЯ ШВИДКОСТЕЙ ТОЧОК 

І КУТОВИХ ШВИДКОСТЕЙ ЛАНОК 
Оскільки за умовою задачі ланка 1 виконує поступальний 

прямолінійний рух зі швидкістю 
сек
см151 v , а точка B  належить 

цій ланці, то 

1B vv 
  

і 

сек
см151B  vv . 

Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 137z.2 на до-
тичній  b  вектор Bv


 швидкості точки B . 

Для ланки 2 , яка виконує плоскопаралельний рух, знайдемо 
положення її миттєвого центра швидкостей 2P : встановлюємо у 

точці B  перпендикуляр  b  до вектора Bv


 та у точці D  перпенди-

куляр  d  до прямої  d ; точка 2P , швидкість 
2Pv  якої у розгляду-

ваному положенні механізму дорівнює нулю ( 0
2P v ), знаходиться 

на перетині перпендикулярів  b  та  d . Зображуємо точку 2P  на 

розрахунковій схемі та сполучаємо її з точкою C  відрізком 2CP  
(див. рис. 137z.2). 

Згідно з формулою (15.6) модулі швидкостей точок B , D  і C  
визначають відповідно залежності: 

22B BP v                                   (137.1) 
й 








,CP
,DP

22C

22D




v
v

                                (137.2) 

                                                        
1 Див. також на с. 61 ÷ 62 відповідний пункт задачі 125. 
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де, наприклад, 2BP  – радіус обертання точки B  в оберталь-

ному русі ланки 2  навколо полюса 2P 2. 
Розглянемо на рисунку 137z.2 необхідні геометричні об’єкти 

розрахункової схеми та знайдемо3 довжини відповідних відрізків, 
потрібних для подальшого розв’язування задачі. 

Аналіз трикутника DBP2  приводить до висновків: 

  2BDP , як вертикальний кут до заданого в умові задачі 
кута  ; 

  90DBP2 ; 
 оскільки  cos)90sin(   (див. будь-який довідник з еле-

ментарної тригонометрії), а за умовою задачі  cossin  , то 
в нашому разі   )90( , і, отже, в розглядуваному трику-

тнику DBP2  

 2DBP ; 

 трикутник DBP2  є рівнобедреним і його сторони 

22 DPBP  ; 

 оскільки за умовою задачі см122
24

2
BDCDBC  , то в 

рівнобедреному трикутнику DBP2  відрізок CP2  є медіаною та 
одночасно висотою і бісектрисою. 
Розглядаючи прямокутний трикутник CDP2 , очевидно, що: 

 оскільки прилеглий до кута   катет cosDPCD 2  , то 

)см(1553
5

4
12

cos
CDDP2 


; 

      см9811215CDDPCP 2222
22   – за теоремою 

Піфагора. 
 При обчисленні враховано, що, як відомо з елементарної триго-
нометрії, 1cossin 22   , та знайдено значення cos , якого не 
задано в умові задачі, 

 
5
4

25
16

25
925

25
915

31sin1cos
22 


  . 

                                                        
2 Див. зауваження № 133.2 до задачі 133 на с. 86. 
3 Див. зауваження № 133.3 до задачі 133 на с. 86 ÷ 87. 
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Тоді з формули (137.1) встановлюємо, що 






 сек

рад1
15
15

BP2

B
2

v . 

Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 137z.2 навко-
ло точки 2P  дугову стрілку, яка визначає кутову швидкість 2 ; на-
прямок цієї дугової стрілки (за рухом годинникової стрілки) вста-
новлюємо за напрямком вектора Bv


, розуміючи, що цей вектор 

однозначно визначає і вектор BP2
v  обертальної швидкості точки 

B  в обертальному русі ланки 2  навколо полюса 2P 4. 
 Порівнявши встановлені значення кутової швидкості 2  та її на-
прямок із цими ж характеристиками, встановленими у задачі 125, 
де при дослідженні плоскопаралельного руху ланки 2  за полюс оби-
ралася точка B , бачимо, що вибір полюса ніяк не вплинув на ха-
рактеристики обертальної частини плоскопаралельного руху. 

 

 
 

Рис. 137z.2 
                                                        
4 Див. зауваження № 136.1 до задачі 136 на с. 104. 
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Маючи значення 2 , за формулами (137.2) дістанемо: 









сек
см15115DP 22D v , 









сек
см919CP 22C v . 

Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 137z.2 за на-
прямком кутової швидкості 2 : 

 вектор Dv


 (на дотичній  d ); 

 вектор Cv


, спрямовуючи його згідно з формулою (15.7) перпен-

дикулярно до відрізка 2CP  ( 2C CPv ). 
 Якщо відкласти всі знайдені значення швидкостей з дотриман-
ням масштабу швидкостей, то відповідно до наслідку 2 з теореми 
про швидкості точок при плоскопаралельному русі тіла (див. §15.3) 
кінці векторів Bv


, Cv


 та Dv


 швидкостей відповідних точок відрізка 

BD  обов’язково мають знаходитися на одній прямій (див. на розра-
хунковій схемі на рисунку 137z.2 пряму  2 )5. 

Оскільки ланка 3  виконує обертальний рух, то відповідно до 
формули (14.9) 

33D DO v , 

звідки, маючи вже значення Dv , встановлюємо 









сек
рад5,1

10
15

DO3

D
3

v . 

Зображуємо на розрахунковій схемі навколо точки 3O  дугову 

стрілку, яка визначає кутову швидкість 3  ланки 3  у розглядува-

ному положенні механізму; напрямок цієї дугової стрілки встанов-
люємо за напрямком вектора Dv


 – проти руху годинникової стріл-

ки (див. рис. 137z.2)6. 
 

                                                        
5 Див. зауваження № 123.10 до задачі 123 на с. 49 ÷ 50. 
6 Звісно, що всі встановлені тут кінематичні характеристики точок і ланок повністю 
збігаються з відповідними характеристиками, знайденими у задачі 125. 
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ЗАДАЧА № 138 
Пластина ADE  невідомого технологічного призначення, яку 

сприймати за ланку 1, приєднана шарнірами D  й E  відповідно 
до повзунів 2  та 3 ,  рух яких обмежено напрямними,  похиленими 

 
 

                 Рис. 138z.1. 

під кутом   до горизонту 
кожна. 

Використовуючи по-
няття про миттєвий 
центр швидкостей тіла, що 
виконує плоскопаралель-
ний рух, знайти швидкості 
точок D , E , A і C  пласти-
ни та її кутову швидкість 

1  для моменту часу, коли 
сторона DE  пластини пе-
ребуває у горизонтальному 
положенні, якщо в цю мить  

повзун 2  ковзає вздовж своїх напрямних зі швидкістю 

сек
см682 v  (див. рис. 138z.1), а см60DE  , CEDC  , см40EA  , 

17
15sin   (див. також задачу 126). 

 
РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 

 Пропонується розв’язати задачу самостійно та звірити власний 
розв’язок із наведеним. 

1.ПОПЕРЕДНІЙ КІНЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ МЕХАНІЗМУ 
Зі схематичного зображення механізму видно, що він склада-

ється з трьох ланок: ланки 2  і 3  (повзуни) виконують поступальні 
прямолінійні рухи (кожна вздовж своїх напрямних), а ланка 1 ви-
конує плоскопаралельний рух; зображуємо на розрахунковій схемі 
на рисунку 138z.2 траєкторії рухів точки D  (як такої, що нале-
жить ланці 2 ) й точки E  (як такої, що належить ланці 3 ) і відповід-
ні дотичні  d  та  e , які повністю збігаються з траєкторіями рухів 

точок D  і E , розуміючи, що обов’язково на дотичній ( )d  має бути 
розташованим вектор Dv


, а на дотичній  e  – вектор Ev


1. 

                                                        
1 Див. також на с. 68 ÷ 69 відповідний пункт задачі 126. 
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2. ВИЗНАЧЕННЯ ШВИДКОСТЕЙ ТОЧОК 
І КУТОВИХ ШВИДКОСТЕЙ ЛАНОК 

Оскільки за умовою задачі ланка 2  виконує поступальний 
прямолінійний рух зі швидкістю 2v


, а точка D  належить цій ланці, 

то 

2D vv 
  

і 

сек
см682D  vv . 

Зображуємо на розрахунковій схемі від точки D  на дотичній 
 d  вектор Dv


 (див. рис. 138z.2). 

Для ланки 2 , яка виконує плоскопаралельний рух, знайдемо 
положення її миттєвого центра швидкостей 2P : встановлюємо у 

точці D  перпендикуляр  d  до вектора Dv


 та у точці E  перпен-

дикуляр  e  до прямої  e ; точка 2P , швидкість 
2Pv  якої у розгля-

дуваному положенні механізму дорівнює нулю ( 0
2P v ), знаходить-

ся на перетині перпендикулярів  d  та  e . Зображуємо точку 2P  
на розрахунковій схемі й сполучаємо її з точками A та C  відріз-
ками 2AP  і 2CP  відповідно (див. рис. 138z.2). 

Тоді, обираючи миттєвий центр швидкостей 2P  ланки 2  за 
полюс, відповідно до формули (15.6) встановлюємо, що модулі 

22D DP v ,                                 (138.1) 














,AP

,CP
,EP

22A

22C

22E






v
v
v

                                (138.2) 

де, наприклад, 2DP  – радіус обертання точки D  в оберталь-

ному русі ланки 2  навколо полюса 2P 2. 
Розглянемо на рисунку 138z.2 необхідні геометричні об’єкти 

розрахункової схеми та встановимо3 відповідні значення, потрібні 
для подальшого розв’язування задачі. 

                                                        
2 Див. зауваження № 133.2 до задачі 133 на с. 86. 
3 Див. зауваження № 133.3 до задачі 133 на с. 86 ÷ 87. 
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Аналізуючи трикутник DEP2 , неважко зрозуміти, що: 

  90EDP2 ; 

  90DEP2 ; 

 отже, розглядуваний трикутник DEP2  є рівнобедреним і його 
сторони 

22 DPEP  ; 
 оскільки за умовою задачі 

см30
2
60

2
DECEDC  , 

то в рівнобедреному трикутнику DEP2  відрізок CP2  є медіаною 
та одночасно висотою і бісектрисою. 

З прямокутного трикутника CDP2  встановлюємо таке: 

  90EDPCDP 22 ; 

 оскільки     90cosDPCDPcosDPDC 222  (як катет, 

прилеглий до кута 2CDP ), а    sin90cos   (див. будь-який 
довідник з елементарної тригонометрії), то 

     см34
15
1730

17
15
30

sin
DC

90cos
DC

CDPcos
DCDP

2
2 











; 

      см162563034DCDPCP 2222
22   – за теоре-

мою Піфагора. 
Нарешті, з прямокутного трикутника EAP2  за теоремою Пі-

фагора знаходимо віддаль 

     см50,5227564034EAEPAP 2222
22  . 

Тоді з формули (138.1) отримуємо 








сек
рад2

34
68

DP2
D

2
v . 

Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 138z.2 навко-
ло точки 2P  дугову стрілку, яка визначає кутову швидкість 2  
ланки 2  у розглядуваному положенні; напрямок цієї дугової стріл-
ки (проти руху годинникової стрілки) встановлюємо за напрямком 
вектора Dv


, розуміючи, що цей вектор безумовно визначає і век-
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тор DP2v


 обертальної швидкості точки D  в обертальному русі 

ланки 2  навколо полюса 2P 4. 
 

 
 

Рис. 138z.2 
 

 Порівнявши встановлені значення кутової швидкості 2  та її на-
прямок із цими ж характеристиками, встановленими у задачі 126, 
де при дослідженні плоскопаралельного руху ланки 2  за полюс оби-
ралася точка D , бачимо, що вибір полюса ніяк не вплинув на ха-
рактеристики обертальної частини плоскопаралельного руху. 

Тепер за формулами (138.2) обчислюємо: 








сек
см68234EP 22E v , 








сек
см68234EP 22E v , 








сек
см105250,52AP 22A v . 

                                                        
4 Див. зауваження № 136.1 до задачі 136 на с. 104. 
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Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 138z.2 за на-
прямком кутової швидкості 2 : 

 вектор Ev


 (на дотичній  e ); 

 вектори Cv


 і Av


, спрямовуючи їх згідно з формулою (15.7) пер-

пендикулярно до відрізків 2CP  й 2AP  відповідно ( 2C CPv , а 

2A APv ). 
 Якщо відкласти всі знайдені значення швидкостей з дотриман-
ням їх масштабу, то відповідно до наслідку 2 з теореми про швид-
кості точок при плоскопаралельному русі тіла (див. §15.3) кінці век-
торів Dv


, Cv


 та Ev


 швидкостей точок D , C  і E  відрізка DE  
обов’язково мають перебувати на одній прямій (див. на розрахун-
ковій схемі на рисунку 138z.2 пряму  2 )5. 

Оскільки точка E , швидкість Ev


 якої вже відома, крім ланки 
1, належить і ланці 3 , котра за умовою задачі виконує поступаль-
ний прямолінійний рух, то 

E3 vv 
  

та 

сек
см68E3  vv , 

де 3v


 і 3v  – вектор і модуль швидкості поступального руху пов-

зуна 3  відповідно. 
 На розрахунковій схемі на рисунку 138.z.2 від довільної точки 
ланки 3  зображено вектор 3v


 швидкості поступального руху цієї 

ланки (можна цього і не робити, розуміючи, що вектор Ev


 швидкості 

руху точки E  однозначно задає й вектор 3v


). 

 

                                                        
5 Див. зауваження № 123.10 до задачі 123 на с. 49 ÷ 50. 
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ЗАДАЧА № 139 

 

 
                  Рис. 139z.1 

Повзун 1 багатолан-
кового механізму з’єдна-
ний шарніром A з брусом 
2  довжиною м32  . За-
значений брус шарніром 
B  з’єднаний з колесом 3 , 
радіус якого м1r3   та яке 

котиться без ковзання по 
похиленій до горизонту під 
кутом  30  площині 
(див. рис. 139z.1). 

Використовуючи по-
няття про миттєвий 
центр швидкостей тіла, 
що виконує плоскопара- 

лельний рух, знайти швидкості точок A, B , C  і D  й кутові швид-
кості ланок 2  і 3  для того моменту часу, коли брус AB  утворює 
кут 30  з горизонталлю, якщо в цю мить повзун 1 ковзає праворуч 

уздовж своїх горизонтальних напрямних зі швидкістю сек
м61 v . 

 

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 
 Пропонується розв’язати задачу самостійно та звірити власний 
розв’язок із наведеним. 

1. ПОПЕРЕДНІЙ КІНЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ МЕХАНІЗМУ 
Механізм складається з трьох ланок: ланка 1 (повзун) виконує 

поступальний прямолінійний рух уздовж своїх напрямних, які з 
точки зору теоретичної механіки є в’яззю, що обмежує та визначає 
рух цього повзуна. 

Ланки 2  (брус АВ ) і 3  (колесо) виконують плоскопаралельні 
рухи. При цьому колесо 3  виконує особливий вид плоскопаралель-
ного руху – кочення без ковзання по нерухомій площині. Оскільки 
точка B  є центром абсолютно твердого колеса 3  і при його кочен-
ні не може ні наблизитися, ні віддалитися від площини, по якій від-
бувається кочення, то траєкторією руху точки B  є паралельна до 
цієї площини пряма. 

Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 139z.2 траєк-
торії рухів точки А (як такої, що належить ланці 1) і точки B  (як 
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такої, що є центром колеса 3 ) та дотичні  а  і  b , усвідомлюючи, 
що: а) обидві дотичні повністю збігаються з траєкторіями рухів від-
повідних точок; б) на дотичній  а  має бути розташованим вектор 

Аv


, а на дотичній  b  – вектор Bv


. 
2. ВИЗНАЧЕННЯ ШВИДКОСТЕЙ ТОЧОК 

І КУТОВИХ ШВИДКОСТЕЙ ЛАНОК 
Оскільки за умовою задачі ланка 1 виконує поступальний рух 

і має швидкість 1v


, а точка А належить цій ланці, то 

1А vv       і    сек
м61А  vv ; 

зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 139z.2 на дотичній 
 а  від точки А вектор Аv


 її швидкості. 

Для ланки 2 , яка виконує плоскопаралельний рух, знайдемо 
положення її миттєвого центра швидкостей 2P : встановлюємо у 

точці А перпендикуляр  а  до вектора Аv


 та у точці B  перпенди-

куляр  b  до дотичної  b ; точка 2P  знаходиться на перетині пер-

пендикулярів  а  та  b . 

Тоді, обираючи миттєвий центр швидкостей 2P  ланки 2  за 
полюс, відповідно до формули (15.6) встановлюємо, що модулі: 

22A AP v ,                                 (139.1) 

22B BP v ,                                 (139.2) 

де 2AP  і 2BP  – віддалі від точок А та B  до точки 2P  відповід-
но, які визначають радіуси обертання цих точок в обертальному 
русі ланки 2  навколо полюса 2P 1. 

Віддалі 2AP  і 2BP  визначимо2, аналізуючи на розрахунковій 

схемі на рисунку 139z.2 елементи трикутника АBP2 : 

  60ВАP2 ,  30BАP2 ; 

 
2
АРАВ 2  – як катет у прямокутному трикутнику АBP2 , що 

лежить проти кута 30 ; тоді 
 м6322АВ2АР 22   ; 

                                                        
1 Див. зауваження № 133.2 до задачі 133 на с. 86. 
2 Див. зауваження № 133.3 до задачі 133 на с. 86 ÷ 87. 



С.М. ЖИГИЛІЙ     НАВЧАЛЬНИЙ ПОСІБНИК З ТЕОРЕТИЧНОЇ МЕХАНІКИ 

 - 118 - 

      м196,5332736АBАРBP 2222
22   – за 

теоремою Піфагора. 
 

 
 

Рис. 139z.2 
 

Урахувавши знайдені значення, з формули (139.1) знаходимо 








сек
рад1

6
6

АP2
А

2
v , 

а за формулою (139.2) – 

 сек
м196,533133ВP 22В  v . 

Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 139z.2: 
1) навколо полюса 2P  дугову стрілку, яка визначає кутову швид-

кість 2  ланки 2  у розглядуваному положенні механізму; 
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напрямок цієї дугової стрілки (проти руху годинникової стріл-
ки) встановлюємо за напрямком вектора Аv


, розуміючи, що 

цей вектор, певна річ, визначає і вектор AP2v


 обертальної 

швидкості точки A в обертальному русі ланки 2  навколо 
полюса 2P 3; 

2) на дотичній  b  вектор Bv


, визначаючи його напрямок за на-

прямком кутової швидкості 2 . 
Оскільки ланка 3  котиться по нерухомій площині, торкаю-

чись її у розглядуваному положенні точкою D , то швидкість Dv  ці-
єї точки дорівнює нулю; тобто точка D  і є миттєвим центром 
швидкостей 3P  ланки 3  ( 3PD  ), що і зображуємо на розрахунко-

вій схемі на рисунку 139z.2. 
Беручи точку 3P  за полюс, відповідно до формули (15.6) має-

мо: 

33B BP v ,                                 (139.3) 

33C СР v ,                                 (139.4) 

де 33 rBDВР   і 33 r2CDСР   – радіуси обертання точок B  

і C  відповідно (див. рис. 139z.2) в обертальному русі ланки 3  на-
вколо полюса 3P . 

Тоді з формули (139.3) знаходимо 












сек
рад196,5

1
33

rBР 3

B

3

B
3

vv , 

а за формулою (139.4) 

 сек
м392,10363312r2СР 3333С  v . 

Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 139z.2: а) на-
вколо полюса 3P  дугову стрілку, яка визначає кутову швидкість 3  

ланки 3  у розглядуваному положенні, встановлюючи напрямок ці-
єї дугової стрілки за напрямком вектора Bv


; б) вектор Сv


, прово-

дячи його згідно з формулою (15.7) перпендикулярно до віддалі 

3СР  ( 3С СРv ) і встановлюючи його напрямок за напрямком ку-

тової швидкості 3 . 
                                                        
3 Див. зауваження № 136.1 до задачі 136 на с. 104. 
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ЗАДАЧА № 140 
У вертикальній площині перебуває плоский триланковий ме-

ханізм, приводне колесо 1 якого обертається за рухом годиннико-
вої стрілки навколо нерухомої горизонтальної осі, яка проходить 
через точку 1O  перпендикулярно до площини знаходження меха-
нізму, та пальцем L  з’єднано із шатуном 2 , котрий пальцем C  
з’єднаний із центром диска 3 , що котиться без ковзання по горизон- 

 
 

Рис. 140z.1 

тальній площині. 
Використовуючи поняття 

про миттєвий центр швидко-
стей тіла, що виконує плоско-
паралельний рух, визначити 
швидкості точок L , C  і K  та 
кутові швидкості ланок 2  і 3  
для того моменту часу, коли 
палець L  перебуває у своєму 
найвище можливому поло-
женні, якщо в цю мить шатун 
2  утворює кут   з вертикаль-

но розташованим радіусом LO1  

(див. рис. 140z.1), 
сек
рад121  , 8,0sin  , а м5,0R1  , м3LC 2   , 

м1R3  , 3R75,0CK  . 
 

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 
 Пропонується розв’язати задачу самостійно та звірити власний 
розв’язок із наведеним. 

1. ПОПЕРЕДНІЙ КІНЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ МЕХАНІЗМУ 
Заданий до розгляду за умовою задачі механізм складається з 

трьох ланок. Рух ланки 1 (приводного колеса, яке за своєю конс-
труктивною суттю є кривошипом) обмежено шарнірно-нерухомою 
опорою 1O , і тому ця ланка виконує обертальний рух навколо не-

рухомої осі, що проходить через точку 1O  перпендикулярно до пло-
щини знаходження механізму. Ланки 2  (шатун LC ) і 3  (диск) ви-
конують плоскопаралельні рухи; при цьому диск 3  виконує особ-
ливий вид плоскопаралельного руху – кочення без ковзання по не-
рухомій горизонтальній площині. 
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Палець L , який за поняттями теоретичної механіки є точко-
вим шарніром, належить ланці 1, котра виконує обертальний рух, 
тому траєкторією руху точки L  є коло радіуса LO1 . Точка C  – це 
центр абсолютно твердого диска 3  і при його коченні ця точка не 
може ні наблизитися, ні віддалитися від горизонтальної площини, 
по якій відбувається кочення; тому траєкторією руху точки C  є 
горизонтальна пряма. Оскільки швидкість точки дотику диска 3  
до нерухомої поверхні дорівнює нулю, то зазначена точка є миттє-
вим центром швидкостей ланки 3 . 

Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 140z.2: 
1) траєкторії рухів точок L  і C ; 
2) дотичні    та  c , усвідомлюючи, що: а)   LO1 ; б)  c  пов-

ністю збігається з траєкторією руху точки C ; в) на дотичній 
   має бути розташованим вектор Lv


 швидкості руху точки 

L , а на дотичній  c  – вектор Cv


 швидкості руху точки C ; 

3) миттєвий центр швидкостей ланки 3  – точку 3P . 

Точка K  належить тільки диску 3 , котрий котиться без ков-
зання, і не є ні його центром, ні точкою кола, що визначає контур 
цього диска; тому вказати будь-які кінематичні характеристики 
точки K  без використання відповідних формул і обчислень немо-
жливо. 

2. ВИЗНАЧЕННЯ ШВИДКОСТЕЙ ТОЧОК 
І КУТОВИХ ШВИДКОСТЕЙ ЛАНОК 

Оскільки ланка 1 виконує обертальний рух, то за формулою 
(14.9) установлюємо, що модуль 

 сек
см6125,0RLO 1111L  v , 

а на дотичній    за напрямком кутової швидкості 1  зображуємо 

вектор Lv


 обертальної швидкості точки L  (див. рис. 140z.2). 
Досліджуючи плоскопаралельний рух ланки 2  (якій належать 

дві підписані точки L  і C ), оберемо за полюс миттєвий центр 
швидкостей 2P  цієї ланки. Тоді за формулою (15.6) модулі 

22L LP v ,                                 (140.1) 
і 

22C CP v ,                                 (140.2) 
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де 2LP  та 2CP  – віддалі від точок L  і C  до точки 2P  відповід-
но, котрі визначають радіуси обертання цих точок в обертальному 
русі ланки 2  навколо полюса 2P 1, для знаходження якого викону-

ємо традиційні дії: встановлюємо у точці L  перпендикуляр    до 

вектора Lv


, а у точці C  перпендикуляр  c  до дотичної  c . 

Оскільки перпендикуляри    і  c  у розглядуваному поло-
женні механізму виявилися паралельними один до одного та, отже, 
не перетинаються (або перетинаються в нескінченності), то: 

 шуканий миттєвий центр швидкостей 2P  ланки 2  також зна-
ходиться у нескінченності; 

 віддалі 
2LP      і     2CP ; 

 з формули (140.1) 

06
AP2
L

2 



v 2; 

 формула (140.2) 22C CP v  спричиняє математичну невизна-

ченість 0C v , що не дає можливості скористатися цією 
формулою. 
Тоді для знаходження швидкості Cv


 оберемо за полюс точку 

L  та застосуємо формулу (15.3), відповідно до якої 

LCLC vvv 
 , 

де LCv


 – вектор обертальної швидкості точки C  в оберталь-

ному русі ланки 2  навколо полюса L , модуль якого згідно з фор-
мулою (15.4), 

2LC CL v . 
Оскільки ж у нашому разі  02  ,  то і  0LC v ,  а 

LC vv 
     та, звісно,    сек

см6LC  vv . 

Викладені міркування й отримані значення приводять до ви-
сновку: 

                                                        
1 Див. зауваження № 133.2 до задачі 133 на с. 86. 
2 Оскільки результат ділення будь-якого скінченного числа на нескінченність завжди 
дорівнює нулеві, то величина (модуль) швидкості точки E  не має ніякого значення. 
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 у разі, коли в певному положенні розглядуваної ланки її мит-
тєвий центр швидкостей знаходиться у нескінченності, то у 
цей момент часу ланка виконує миттєво-поступальний 
рух, який і характеризується тим, що у цю мить: а) не існує 
точки, що належить ланці 2  (або незмінно пов’язана з нею), 
швидкість якої дорівнює нулю; б) кутова швидкість ланки 
набуває нульового значення; в) швидкості руху всіх точок 
ланки однакові. 
Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 140z.2 на до-

тичній  c  вектор cv


 (ураховуючи, що LC vv   ). 
 

 
 

Рис. 140z.2 
 

Зауваження № 140.1. Треба чітко розуміти різницю між посту-
пальним і миттєво-поступальним рухами: при поступальному русі 
тіла швидкості та прискорення всіх його точок однакові; у разі мит-
тєво-поступального руху тільки швидкості всіх точок тіла однакові, 
але їх прискорення не рівні між собою (див. далі задачу 152). 
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Зауваження № 140.2. Також на прикладі розв’язуваної задачі 
більш широко розглянемо та усвідомимо ті нюанси, які стосуються 
обертальної частини плоскопаралельного руху ланки 2 . Як установ-
лено вище, у розглядуваному положенні її кутова швидкість 02  , 

але необхідно знати, що кутове прискорення 2  у цю мить не дорів-
нює нулю (див. далі задачу 152), адже 
 кутове прискорення   – це фізична величина, яка характери-

зує та визначає швидкість зміни кутової швидкості   у часі (див. 
відповідне визначення у §14.3). 

Тобто факт рівності нулеві кутового прискорення 2  свідчив 
би, що встановлена вище у розглядуваному положенні кутова швид-
кість 02   «не має наміру змінюватися» і, отже, є сталою величи-

ною const02  , що притаманно лише поступальному рухові тіла. 

Неважко довести, що кутова швидкість 2  є змінною величиною та 
у розглядуваному положенні лише на одну мить стає рівною нулю. 
Для цього розглянемо два додаткові положення механізму: одне – за 
деякий незначний проміжок часу t  до заданого в умові задачі по-
ложення (див. рис. 140z.3,а), а друге – через якийсь незначний про-
міжок часу t  після заданого положення (див. рис. 140z.3,б). Уста-
новивши положення миттєвих центрів швидкостей 2P , бачимо, що в 

кожному разі віддалі 2LP  та 2CP  набувають певних кінцевих значень, 
а формули (140.1) і (140.2) дозволяють знайти відповідні значення 

2  й Cv ; при цьому безсумнівно, що в обох розглянутих на рисунку 

140z.3 додаткових положеннях механізму 02   і LC vv  . 
Також звернімо увагу на те, що в обох положеннях на рисунку 

140z.3 кутова швидкість 2  має різні напрямки. Неважко здогада-
тися, що: а) в заданому в умові задачі положенні (див. рис. 140z.2) 
відбувається зміна напрямку обертання ланки 2  (для чого в цю 
мить кутовій швидкості 2  «необхідно стати рівною нулю»); б) на ри-

сунку 140z.3,а ланка 2  обертається сповільнено проти руху годин-
никової стрілки, а на рисунку 140z.3,б – прискорено за рухом го-
динникової стрілки. 

 

 Розглянувши положення механізму на рисунках 140z.3,а, 140z.2 і 
140z.3,б у вказаній послідовності, очевидно, що за означений на цих 
рисунках проміжок часу при коченні диска 3  швидкість його 
центра C , котрий рухається праворуч, постійно зменшується. 
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Рис. 140z.3 
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Розглядаючи рух ланки 3  й обираючи точку 3P  за полюс, згід-

но з формулою (15.6) маємо, що 

33C СР v ,                                 (140.3) 

33K KР v ,                                 (140.4) 

де constRCР 33   і 3KР  – віддалі від точок C  та K  до точки 

3P  (див. рис. 140z.2), які відповідно визначають радіуси обертан-

ня цих точок в обертальному русі ланки 3  навколо полюса 3P . 

Оскільки за умовою задачі )м(75,0175,0R75,0CK 3  , то 

в розглядуваному положенні віддаль 3KР  визначимо за теоремою 

Піфагора як гіпотенузу прямокутного трикутника 3KCP  

     м25,15625,1175,0CPKCKP 222
3

2
3  . 

Тоді з формули (140.1) знаходимо модуль 








сек
рад6

1
6

RCР 3

C

3

C
3

vv
 , 

а за формулою (140.2) – модуль 








сек
м5,7625,1KР 33K v . 

Зображуємо на розрахунковій схемі на рисунку 140z.2: а) на-
вколо полюса 3P  дугову стрілку, яка визначає кутову швидкість 3  

ланки 3  у розглядуваному положенні, встановлюючи напрямок ці-
єї дугової стрілки за напрямком вектора Cv


; б) вектор Kv


, прово-

дячи його згідно з формулою (15.7) перпендикулярно до віддалі 

3KР  ( 3K KРv ) і встановлюючи його напрямок за напрямком ку-

тової швидкості 3 . 
 Бажаючим пропонується самостійно встановити, де саме диск 3  
досягне свого крайнього правого положення, на мить зупиниться 
(зрозуміло, що в цьому положенні 0C v  і 03  ) і після цього розпоч-
неться кочення диска ліворуч. 
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